Algorithmique Paralléle 2009-2010 ) . TD n° 6 — Master
Réseaux d’interconnexion

1 Tores, hypercubes et arbres binaires

> Question 1 Quelles différences peut-on trouver entre un hypercube de dimension 6 et un tore 3D de
taille 4 x 4 x 4 2

> Question 2 Peut-on plonger un arbre binaire complet a 2™ — 1 sommets dans une grille 2D de taille
r X r 4 déterminer ?

2 Cycles connectés en cube

Un réseau CCC(m) est obtenu en remplacant chaque processeur d’un hypercube de dimension m par
un anneau de m processeurs, et en connectant chaque processeur de 'anneau dans une dimension de

Ihypercube (voir figure 1).
A

F1G. 1 — Cube connecté en cycle de taille 3.

> Question 3 Quel est le nombre de processeurs de CCC(m) ¢ Donner une définition formelle de CCC/(m)
et une majoration simple de son diamétre.

> Question 4 Montrer que le diametre de CCC(m) est exzactement D = 2m — 24 |] sim > 3, et est
égal a 6 st m = 3.

3 Transposition d’une matrice

On veut concevoir un algorithme parallele pour la transposition d’une matrice n X n. On suppose
la matrice stockée de maniere distribuée dans les processeurs. On supposera que les différents liens de
communication sont bidirectionnels et peuvent étre utilisés de maniere simultanée.

> Question 5 Proposer une solution sur un anneau de p processeurs et donner sa complexité (on suppose
que la distribution est monodimensionnelle).
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> Question 6 Proposer une solution sur une grille torique de p = q X q processeurs et donner sa com-
plexité (on suppose que la distribution est bidimensionnelle).

> Question 7 Proposer une solution sur un hypercube de p = 22 processeurs et donner sa complexité
(on suppose que la distribution est bidimensionnelle).

4 REM

Un Réseau Echange—Mélange (REM) avec p = 2" processeurs est défini comme suit :
(i) numéroter les processeurs de 0 & p — 1 et les écrire en binaire sur r bits :

q="br_1br—o...bab1by avec b; € {0,1} pour 0 <i<r—1
(ll) pour q = br_lbr_Q . bgblbo, définir :

rot(q) = bobrflbrfg N b2b1
EZ'Ch(q) = brflbrfg N bzbl(l — b())

(iii) pour tout ¢, 0 < ¢ < p — 1, relier g & rot(q) et & exch(q) par des arcs orientés.

> Question 8 Dessiner un REM a 2* processeurs (en regroupant les neeuds par paires, puis par motif).

> Question 9 Proposer un algorithme de routage d’un processeur a un autre dans un REM. Quel est le
diameétre d’'un REM a 2" processeurs ¢
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5 Reponses aux exercices

> Question 1, page 1

Les deux architectures sont identiques! En fait, le plongement de la grille torique dans I’hypercube
a l'aide des codes de Gray est un isomorphisme complet, puisque chaque processeur a exactement six
voisins. Dans le méme ordre d’idées, on pourra remarquer qu’'un hypercube de dimension 4 et un tore 2D
de taille 4 x 4 sont identiques.

> Question 2, page 1

La réponse est négative des que n est grand, et ceci pour toute valeur de r, méme exponentielle en
n. Pour le voir, remarquons que ’arbre binaire complet a 2 — 1 sommets est de hauteur n — 1 : tous les
sommets de I'arbre sont a une distance au plus n — 1 de la racine.

Par contre, dans un grille torique de taille » x r, avec r arbitrairement grand, il y a, en majorant
largement, au plus 4n? sommets situés & une distance au plus n d'un sommet donné S : en effet, ceux-ci
sont nécessairement a 'intérieur d’un carré centré en S et de coté 2n.

Il suffit de choisir pour S 'image de la racine de I’arbre dans un plongement éventuel pour aboutir
& une contradiction deés que 2" — 1 > 4n?, c’est-a-dire pour n > 9 (on pourrait affiner cette borne, mais
c’est sans importance).

> Question 3, page 1

Le nombre de processeurs est clairement égal a p = m - 2™. Un sommet peut se représenter par le
couple s =< w, i > ou w est la composante hypercube de s, a savoir une suite de m bits (qui s’interprete
comme le numéro du cycle dans ’hypercube) et i € [0,m — 1] est la composante cycle de s, c’est-a-dire
la position du sommet dans le cycle. Les sommets < w, 7 > et < w’,1’ > sont liés si et seulement si :

—w=w et i—14 = =+1[m] (aréte de cycle) ou

— i =1" et w et w different sur le i-eme bit (aréte d’hypercube).

Pour majorer le diametre, cherchons a majorer la distance entre deux sommets arbitraires. On peut
d’abord se ramener & chercher un chemin du sommet (0,0) & un sommet donné (w,4) : comme sur
I’hypercube, on peut effectuer un XOR bit a bit des composantes hypercube des sommets.

Pour aller de (0,0) & (w, i), on va, tout comme sur I’hypercube, corriger les bits de w, par exemple &
partir des poids faibles : pour chaque 1 dans I’écriture de w, on traversera I’aréte hypercube correspon-
dante. Bien str, il faudra avancer d’un cran, ou de plusieurs, sur le cycle avant de traverser une nouvelle
aréte d’hypercube. Pour atteindre le cycle numéroté w, on obtient une majoration en 2m — 1 arétes :
au plus m arétes hypercubes a corriger, et m — 1 crans de cycle, un pour chaque aréte sauf la premiére.
Reste alors a rejoindre la position i sur le cycle : mais le diametre d’un anneau de taille m est [ %], d’ott
la majoration du diametre D < 2m — 1+ [F].

Notons que chaque sommet est de degré trois, mais que le diametre reste logarithmique en le nombre
total de processeurs (on a m < logp).

> Question 4, page 1

Nous n’étions pas loin avec la majoration précédente! Pour m = 3, il suffit d’inspecter la figure 1 pour
vérifier que le diametre est bien 6.

Pour m > 3, la preuve peut étre formulée de la fagon suivante. Pour aller de (0,0) & (w, ), il va falloir
traverser au moins |w| arétes d’hypercube, ol |w| est le nombre de 1 dans I’écriture de w. Admettons
pour linstant (c’est intuitif) qu'un plus court chemin empruntera exactement w arétes d’hypercube.
Représentons le cycle numéro 0 en entourant les sommets qui correspondent aux position des 1 dans
I’écriture de w. Par exemple si m = 8 et w = 11000110, on entoure les sommets en position 1, 2, 6 et 7 :

0 — — — 3
1 !
— @ — H «— 4

L’idée sous-jacente est de traverser 'aréte d’hypercube la premiere fois qu’on arrive sur un sommet

entouré. La contrainte est alors de trouver un chemin de longueur minimale sur le cycle qui parte de 0 et
qui se termine en 7, en passant par tous les sommets entourés au moins une fois. La longueur totale du
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routage de (0,0) & (w, 1) sera égale a |w| plus la longueur du chemin sur le cycle. Sur ’exemple si i = 5,
un plus court chemin sur le cycle est :

0—-1—-2—-1—-0—-7—6—05,

de longueur 7. 11 faut encore ajouter |w| = 4 pour obtenir la longueur du routage.

Avec cette représentation, on voit bien qu’il est inutile d’emprunter des arétes hypercube en nombre
supplémentaire. Le pire des cas est obtenu pour w = 2™ —1 (tous les bits sont & 1, donc tous les sommets
sont entourés) et i = | %] : le plus court chemin issu de 0 qui visite tous les sommets et termine en 4 est
de longueur m + | | — 2, quantité a laquelle il faut ajouter m pour les arétes d’hypercube. Sur I’exemple
avec m = 8, un plus court chemin de 0 & 4 est :

0-7—-6—-5—-6—-7T—-0—-1—-2—3—4,

de longueur 10 =8+ 4 — 2.

> Question 5, page 1

Regardons d’abord quelles communications sont nécessaires a la transposition de la matrice sur une
ligne de 4 processeurs (voir figure 2).
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Fi1G. 2 — Mouvements de données sur une ligne de 4 processeurs.

Supposons p divisible par n. Chaque processeur doit communiquer une donnée particuliere (un bloc
de taille % X % a tous les autres processeurs. C’est un échange total personnalisé. En regroupant les
communications en fonction de la distance a laquelle se trouvent les processeurs impliqués, on obtient les
phases figure 3.

On notera que dans chacune de ces phases (& part peut-étre la derniére) chacun des processeurs
échange des données avec deux autres processeurs et qu’ainsi, comme la distances entre chaque couple de
processeurs est constante, en « pipelinant » les communications, chaque lien de communication est utilisé
en permanence et chaque message emprunte le chemin le plus court possible.

La quantité de communications nécessaires est donc égale a :

|%] 2 2 2 2

=18 (31 40) (50) ~ -5 + 5

wofs

k=1

> Question 6, page 1

De méme que précédemment, regroupons les communications en fonction de la distance séparant les
processeurs (voir figure 4).

En décomposant les communications le long des arcs, on peut s’apercevoir qu’a une étape donnée, un
processeur participe a une seule des communications. Du coup, le temps des communications nécessaires
a la mise en ceuvre d’une transposition est égal a :

2 2
q n n /P
2|3 (50) iy 2
5 (TqQ—i—ﬁ) T2\/13+ﬁ2
Cet algorithme est clairement optimal puisque son temps d’exécution est aussi égal au temps de commu-

nication d’une portion de matrice entre les deux processeurs les plus éloignés.
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cotit de chaque étape (7%2 + ﬁ) 2 (T"Tf + @) 3 (Tn?f + ﬁ)
grille 3 x 3 5 -
grille 4 x 4 . ad . . .
grille 5 x 5 v v 1.
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grille 6 X 6 - -~ a .

F1G. 3 — Organisation des communications sur des lignes de processeurs.
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Fi1a. 4 — Mouvements de données sur une grille de 6 x 6 processeurs.
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Fia. 5 — Mouvements de données sur un hypercube de dimension 6.

> Question 7, page 2
La structure récursive des hypercubes permet de mettre facilement en ceuvre la transposition récursive

illustrée figure 5. Du coup, le temps des communications nécessaires a la mise en ceuvre d’une transposition
est égal a :

2 1 2
k- (7‘1—!—@) NT(mg]§))71+ﬁlogp

> Question 8, page 2

Voila & quoi peut ressembler un REM avec 16 processeurs :
— En regroupant les nceuds par paires. Les liens verticaux correspondent aux opérations exch.

V"."
— En regroupant les noeuds par motif. Les liens horizontaux (qui forment des anneaux unidirec-
tionnels) correspondent aux opérations exch.
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11 motif 1101
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motif 1111
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> Question 9, page 2

Supposons qu’on veuille passer du noeud a au nceud b, on commence par calculer ¢ = a XOR b, puis
on fait, pour ¢ allant de 0 a r — 1 :

— si¢; =0, faire ROT;

— si ¢; = 1, faire EXCH puis ROT.

Autre vision : si on remplace, dand c¢ les 0 par des “ROT-" et les 1 par des “ROT-EXCH-", puis qu’on
retourne la séquence par une opération “miroir”, la séquence obtenue représente les opérations a faire
pour router de a & b. Exemple : pour router de 0 & 13 (=1101 en binaire) dans I’exemple de plate-forme
ci-dessus, on suit la séquence EXCH-ROT-ROT-EXCH-ROT-EXCH-ROT, qui nous fait passer par les
noeuds 0-1-8-4-5-10-11-13.

Notons que cet algorithme n’est pas optimal : I'algorithme fait 2r sauts pour aller de 5 a 10, alors
qu’on peut le faire en 1.

Le diametre est obtenu pour aller de 0 a 15 : D = 2r — 1. On a r échanges car 1579 = 11115, et r — 1
rotations.
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