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Fonctionnement du cours

Planning du cours: http://graal.ens-lyon.fr/~abenoit/algo2/:
2h cours / 2h TD par semaine.

Evaluation

Contrôle continu: 1 partiel et des DMs (environ 3), peut être des devoirs sur table ”sur-
prise”. Examen à la fin du semestre, note finale: (CC+NE)/2. Questions de cours/TD.
Sur le fond, attention à la présentation, à la rédaction (cf Algo1).
Pas de TPs, implémentation dans le cours Enseignement en Programmation Sportive
(EPS).

Résumé du cours

Suite du cours Algo1, grands principes de conception/analyse d’algorithmes illustrés sur
différents thèmes:

• Paradigmes généraux de conception (diviser pour régner, algos gloutons, prog dyn)
vus en Algo1

• Paradigmes généraux d’analyse (invariants, analyse pire cas / amortie / en moyenne),
déjà vus en Algo1 et approfondis ici

• Algorithmique des ensembles (structures de données), des graphes, des mots, ...

Objectif: concevoir et analyser mathématiquement des algorithmes.
Science jeune, plein de problèmes ouverts.

Recommandations

Ecrire et analyser un algorithme: associer un théorème à chaque algorithme!
Algo Machin: préciser entrées, sorties, puis pseudo-code ou prose.
Théorème/Proposition: L’algorithme Machin calcule le bidule avec la complexité truc

en temps dans le pire cas (préciser éventuellement nuances: avec telle probabilité, sous
l’hypothèse H, à un facteur ε près...).

Démonstration: correction (l’algo termine en calculant ce qu’on veut) et analyse de
complexité, avec détails d’implémentation si besoin.

Rédaction: trouver le juste milieu entre ”l’algo suffit, pas de preuve nécessaire”, et
”raisonnement ultra-détaillé”. Trouver le juste dosage par l’expérience: DM/partiel/TDs.

Analyse d’algorithmes: analyse de correction / de complexité.
Identifier des invariants (propriétés restant vraies pendant tout ou une partie de

l’exécution).
Justifier la terminaison et compter les opérations (comptabilité exacte si possible).
Identifier les événements marquants se produisant pendant l’exécution.
Analyse amortie (vu en Algo 1): complexité dans le pire cas d’une séquence d’opérations.

Les méthodes classiques: Agrégat, Comptable (crédits), Potentiel. Application aux
tableaux dynamiques (vu en Algo1).
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Modèle de calcul: RAM, comme en Algo1: coût d’accès mémoire uniforme, pas d’accès
concurrent, mémoire illimitée. But: minimiser le nombre d’opérations: accès mémoire et
opérations arithmétiques. Opérations élémentaires en O(1).

Plan du cours

• Structures de données (3-4 séances)

• Algorithmique des graphes (majorité des séances)

• Algorithmique des mots (2-3 séances)

Bibliographie

• {Tout le cours} Introduction to Algorithms (Cormen, Leiserson, Rivest, Stein)

• {Partie Graphes} Introduction to Graph Theory (West)

• {Partie Mots} Elements d’algorithmique (Beauquier, Berstel, Chrétienne), disponible
librement à l’adresse http://www-igm.univ-mlv.fr/~berstel/Elements/Elements.
html
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1 Structures de données

Objectif: maintenir un ensemble de données, pour répondre vite à des requêtes, avec
d’éventuelles mises à jour rapides, en utilisant peu d’espace.

1.1 Opérations sur les SDs et premières SDs

Notations:

• S: ensemble courant des données;

• n: cardinal de S, i.e., nombre d’éléments dans la SD;

• x: élément de S;

• i: position dans S;

• k: rang dans l’ensemble (si ensemble totalement ordonné).

1.1.1 Opérations de base

• Manipulation de la SD: Create, Destroy, Copy, ...

• Manipulation des éléments: Insert, Delete, Find, Find-Youngest, Find-Smallest...

• Et plein d’autres! (Liste exhaustive dans ”Compared to what?” de A. Rawlins.)

1.1.2 SDs classiques

Quelle SD qui implémente les opérations suivantes connaissez-vous?

Insert, Find-Youngest, Delete-Youngest – Stack - Pile: ensemble dynamique,
élément à supprimer défini par l’ensemble. Element supprimé = le dernier inséré; LIFO;
pile d’assiette. SD simple utilisant des pointeurs.

Insert, Find-Oldest, Delete-Oldest – Queue - File: une tête et une queue;
FIFO; file d’attente à la caisse.

Insert, Find-Smallest, Delete-Smallest – Priority queue - File de priorité.

Insert, Delete, Find – Dictionnaire.

Union, Find-Structure – Partition (Union-Find).
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1.2 Les SDs de base

1.2.1 Une première SD: Tas binaire

13

34 51

4066

89 58 59 75 99 74

72

Ressemble à la SD de tas binaire, mais deux erreurs : l’avant-dernier niveau devrait
être plein (ici il manque un fils droit à 51), les pères doivent être plus petits que leurs fils
(pas le cas de 66).

13

34 51

40

89 59 75 99

72 7458

66

Et voilà, c’est un tas binaire! Vu en Algo1.

> a > a

a

structure récursive dans les sous−arbres

(et uniquement à droite)

peut être incomplet

seul le dernier niveau

équilibré :

Profondeur p = blog2 nc (arbre à n noeuds).

Opérations d’une file de priorité.

• Insert: O(log n)

• Find-Smallest: O(1)

• Delete-Smallest: O(log n)

7



• Build from scratch: O(n)

Ascension/descente le long des branches via des échanges père/fils en O(1)

Insert = insertion par le bas Delete-Smallest = insertion par le haut

Légende:

• Fléche rouge = position où insertion.

• Patate bleue = paquet d’éléments comparés pour choisir quels éléments échanger
et conserver ainsi la structure de tas.

Construction d’un tas. (niveaux de 0 à p = blog2 nc).
Deux versions:

par niveau
Nb d’elements

2

2

2

2

p

p−1

1

0

Cout d’insertion
par element

0

1

p−1

p

par niveau
Nb d’elements

2

2

2

2

p

p−1

1

0

p−1

Cout d’insertion
par element

p

1

0

Remplissage par le haut Remplissage par le bas
(avec insertions par le bas) (avec insertions par le haut)

coût total au pire : coût total au pire :∑p
k=0 k2k = Θ(n log n)

∑p
k=0 k2p−k = Θ(n)

Indication pour le calcul des coûts:
∑p

k=0 2k = 2p+1 − 1.
Somme pour le remplissage par le haut :

21

+ 22 + 22

+ 23 + 23 + 23

+ · · ·
+ 2p + 2p + · · · + 2p

= 2p+1 − 2 + 2p+1 − 22 + · · · + 2p+1 − 2p = p2p+1 − 2p+1 + 2
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Somme pour le remplissage par le bas :

20 + · · · + 20 + 20 + 20

+ 21 + · · · + 21 + 21

+ 22 + · · · + 22

+ · · ·
+ 2p−1

= 2p − 1 + · · · + 23 − 1 + 22 − 1 + 21 − 1 = 2p+1 − 2− p
Philosophie de cette construction from scratch : pour faire des économies, il faut offrir

une insertion pas chère au plus grand nombre et non pas l’inverse.

Implémentation. Plusieurs implémentations possibles pour père(i), fils-droit(i),
fils-gauche(i) via p.ex. pointeurs ou tableaux.

1 2 3 4 5 6

3

4

15 10 12

7 3 4 7 15 10 12

fils gauche et droit

pere

fils-gauche(i)=2i, fils-droit(i)=2i+ 1, père(i)=bi/2c
Attention aux indices dans la représentation d’un arbre binaire complet par un tableau:

indicer de 1 à n, ne pas commencer par l’indice 0!

Pour construire le tas sur place:
Contruire-Tas(S,n)
1. taille(S)← n;
2. pour i de bn/2c à 1 faire Insérer(S,i);

Implémentation du tas binaire via tableaux:
Insérer↓(S,i)
1. `← fils− gauche(i); r ← fils− droit(i);
2. Si ` ≤ taille(S) et S[`] < S[i] alors min← ` sinon min← i;
3. Si r ≤ taille(S) et S[r] < S[min] alors min← r;
4. Si min 6= i alors échanger S[i]↔ S[min] et Insérer↓(S,min)

Utilisation : Tri-par-Tas(S,n) sur place
1. Contruire-Tas(S,n);
2. pour i de n à 2 faire
{échanger S[1]↔ S[i], taille(S)← taille(S)− 1, Insérer↓(S,1)}

Ordre du tri? Décroissant. Comment trier sur place par ordre croissant? Echanges,
ou bien tas binaire max au lieu de min.
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Autres files de priorité .

Insert Find-Smallest Delete-Smallest
Liste doubl. châınée O(1) O(n) O(1)

Idem + triée O(n) O(1) O(1)
Tas binaire O(log n) O(1) O(log n)

Tas binomial O(log n) O(1) O(log n)
Tas de Fibonacci O(1) O(1) O(log n) amorti

1.2.2 Un deuxième exemple (Arbres binaires de recherche, ABR)

25

11

19

14

51

38

32 46

5

1 6

> a

a

< a

structure récursive dans les sous−arbres

pas forcément

équilibré

Opérations sur les ABR .
SD de dictionnaire et file de priorité.

• Insert

• Delete

• Find

• Find-Smallest

Performance des opérations dépendent de la profondeur h de l’arbre.
Toutes les opérations sont en O(h). Dichotomie pour aiguiller les recherches dans le

bon sous-arbre. Pour la suppression, si i admet deux sous-arbres non vides, rechercher r,
la position du successeur immédiat de l’élément en i (aller un coup à droite puis parcourir
les fils gauche). Remonter l’élément en r vers i, supprimer le nœud r (qui a au plus un
sous-arbre à droite).
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ABR équilibrés. Idée: maintenir une profondeur en O(log n) en ré-équilibrant l’arbre
pendant ou après les opérations Insert et Delete: rotations en O(1).

a

b

a<  <b<a

>b

a

b

>b

<a

a<  <b

Se convaincre que rotation vers la droite est en O(1) (idem pour la gauche) : en notant
α le fils droit de a et β le père de b, en supposant que b est fils-machin de β, alors la
rotation vers la droite s’écrit :

père(a) ← β; fils-machin(β) ← a;
père(α) ← b; fils-gauche(b) ← α;
père(b) ← a; fils-droit(a) ← b;

Plusieurs variantes d’ABRs équilibrés, on discutera notamment des arbres rouge-noir
et des treaps dans la suite du cours.

Autres dictionnaires ?
Insert Delete Find

Listes doubl. châınées O(1) O(1) O(n)

Tableaux dynamiques O(1) amorti O(1) amorti O(n)

Arbres AVL O(log n) O(log n) O(log n)

Arbres rouge-noir O(log n) O(log n) O(log n)

Arbres “déployés” O(log n) amorti O(log n) amorti O(log n) amorti

B-Arbres O(log n) O(log n) O(log n)

Autres dictionnaires pour des données spécifiques :

• trie / arbre préfixe (mots),

• arbres de van Emde Boas (entiers),

• tables de hachage (entiers) ...
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1.2.3 Union-Find et complexité amortie

But : gérer une famille de parties disjointes S = {S1, . . . , Sp} pour

• Find(x) : cherche la partie Si 3 x.

• Union(Si,Sj) : fusionne les parties Si et Sj.

Choix : identifier chaque partie par un de ses éléments et stocker la partie sous
forme d’un arbre où nœuds = éléments et racine = identificateur (+ SD annexe : liste
des éléments de la partie).

10 11

3

8 72

vers le représentant

liste des éléments

Version compressée : chaque élément pointe directement vers son représentant
(profondeur 1) → Find en O(1).

Arbres avec compression immédiate (näıf). Algo Union : mettre à jour
immédiatement tous les pointeurs d’une des deux parties vers l’identifiant de l’autre.

Théorème 1. Partant de la partition avec uniquement des singletons, l’algo näıf avec
compression immédiate a pour complexités pire cas :

• après u Union : Find en O(1), Union en O(u),

• total pour u Union et f Find : O(u2 + f).

Analyse de complexité : on a juste besoin du petit lemme + corollaire suivant sur le
cardinal des parties après u opérations Union.

• Lemme Partant des singletons, après u Unions, exactement u éléments ont mod-
ifié leur pointeur au moins une fois. En effet à chaque Union, un seul élément met
à jour pour la première fois son pointeur : c’est le représentant de la partie qui
disparâıt.

• Corollaire Partant des singletons, après u Unions, la taille maximum d’une partie
est majorée par u+ 1 (tous ses éléments ont mis à jour leur pointeur au moins une
fois, excepté le représentant de la partie).
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Arbres avec compression immédiate (pondéré). Algo Union : chaque partie
est pondérée par son cardinal, c’est la plus légère qui met à jour ses pointeurs.

card=6 card=3

Théorème 2. Partant de la partition avec uniquement des singletons, l’algo pondéré avec
compression immédiate a pour complexité pire cas :

• après u Union : Find en O(1), Union en O(u),

• total pour u Union et f Find : O(u log2 u+ f).

Analyse de complexité : compter le nb total de mises à jour des pointeurs vers les
représentants des parties. Une technique (typique de l’analyse amortie) : se focaliser sur
un objet et analyser les événements qu’il a subi.
. Si pointeur d’un élément mis à jour, c’est qu’il y a union de deux parties et qu’il est
dans la plus petite, donc la taille de sa partie double au moins. Un élément subit donc
au plus blog2 cardc mises à jour de son pointeur, où card est la taille finale de la partie
contenant cet élément.
. Or le lemme + corollaire déjà vu (Théorème 1) s’applique toujours : partant des
singletons, après u Unions, exactement u éléments ont modifié leur pointeur au moins
une fois et la taille maximum d’une partie est majorée par u+ 1.

Arbres sans compression (näıf). Algo Union : une des deux parties fait pointer
son identifiant vers l’autre identifiant.

Théorème 3. Partant de la partition avec uniquement des singletons, l’algo näıf sans
compression a pour complexité pire cas :

• après u Union : Find en O(u), Union en O(1),

• total pour u Union et f Find : O(u+ fu).

Analyse de complexité : certains arbres représentant les parties peuvent ressembler
à des peignes de profondeur Θ(u) d’où le coût du Find, l’opération Union lie juste les
deux racines en O(1).

Ici SD annexe qui liste tous les éléments d’une partie n’est plus nécessaire!
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Arbres sans compression (pondéré). Algo Union : chaque partie est pondérée
par son cardinal (la profondeur de l’arbre marche aussi), c’est la plus légère qui fait
pointer son identifiant vers l’autre (assure profondeur en log2).

card=3

card=6

Théorème 4. Partant de la partition avec uniquement des singletons, l’algo pondéré
sans compression a pour complexité pire cas :

• après u Union : Find en O(log2 u), Union en O(1),

• total pour u Union et f Find : O(u+ f log2 u).

Analyse de complexité : analyse de la forme de l’arbre. Invariant (valable pour les
deux stratégies) : à tout instant, tout arbre construit par l’algo et représentant une partie
vérifie profondeur ≤ log2 cardinal (le cardinal compte tous les éléments, c’est à dire tous
les sommets de l’arbre, pas uniquement les feuilles). L’invariant est vrai pour un arbre à
un noeud, de profondeur 0 = log2(1).

• Preuve de l’invariant pour la stratégie sur le cardinal : considérer une Union entre
deux arbres de profondeur prof1 (resp. prof2) et cardinal card1 (resp. card2), et
notons prof (resp. card) la profondeur (resp. le cardinal) du nouvel arbre après
fusion. Supposons que card1 ≤ card2, alors :
(1) si card1 < card2, prof = max(prof1 + 1, prof2).
D’une part, prof1 + 1 ≤ log2 card1 + 1 = log2(2card1) ≤ log2 card à cause de la
stratégie de fusion.
D’autre part prof2 ≤ log2 card2 ≤ log2 card. Donc prof ≤ log2 card.
(2) si card1 = card2, prof = max(prof1, prof2) + 1 ≤ max(log2 card1, log2 card2) +
1 = log2(2card2) = log2 card car card1 = card2 et card = card1 + card2.

• Preuve de l’invariant pour la stratégie sur la profondeur: mêmes notations que pour
la stratégie sur le cardinal. Supposons que prof1 ≤ prof2, alors :
(1) si prof1 < prof2, prof = prof2 ≤ log2 card2 ≤ log2 card.
(2) si prof1 = prof2, sans perte de généralité supposons card1 ≤ card2,
écrire alors prof = prof1 + 1 ≤ log2 card1 + 1 ≤ log2(2card1) ≤ log2 card.

Arbres à compression paresseuse. Amélioration : paresseux comme avant
(Union pondérée sans compression) mais opportuniste (compression à chaque Find),
version étudiée en TD d’Algo1.

a

b

c

d

a b c

d

x

Find(x)

x
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Théorème 5. Partant de la partition avec uniquement des singletons, l’algo de compres-
sion paresseuse a pour complexité pire cas :

• après u Union : Find en O(log2 u), Union en O(1),

• total pour u Union et f Find : O((u+ f)α(u+ f, u)).

Et on a α(u+f, u) = min{i ≥ 1|Ackermann(i, b1+f/uc) > log u} ≤ log∗ u ≤ 5 ...

Récapitulatif Union-Find. Complexité totale pour f Find et u Union suivant les
stratégies choisies:

Find Union Complexité

Sans poids Sans compression O(u+ fu)

Sans poids Avec compression O(u2 + f)

Avec poids Sans compression O(u+ f log2 u)

Avec poids Avec compression O(u log2 u+ f)

Avec poids Compression paresseuse O((u+ f)α(u+ f, u))

Meilleures complexités pour u et f qcq: les 3 versions avec poids
Meilleures complexités quand f ≥ 2u obtenu avec poids et compression (paresseuse

ou non). Cas fréquent, par exemple pour Union(x,y) qui fusionne les parties Si 3 x et
Sj 3 y et commence a priori par deux Find sur x et y.

Il est parfois rentable d’être paresseux ;-), mais plein de contextes différents, parfois
la compression immédiate est bonne (par exemple, si le processeur est souvent à l’arrêt,
il peut en profiter pour compresser).

1.2.4 Tables de hachage et complexité en moyenne

Citation de Udi Manber, chef à Yahoo: ”The 3 most important data structures in practice
are 1. hash tables; 2. hash tables; 3. hash tables!”

• Fonctionnalités / Morphologie : dictionnaire via des fonctions (de hachage).

• L’approche “arithmétique” : se ramener à des données de type “nombre entier”
S ⊆ M = {0, . . . ,m − 1}, avec m fixé, sur lesquelles on peut potentiellement faire
du calcul arithmétique.

• La clé : le modèle RAM ou ses variantes, qui inclut opérations arithmétiques, accès
directs et indirects en mémoire en O(1).

• La SD : une fonction de hachage h de M dans N = {0, . . . , n − 1} qui donne
l’adresse de stockage dans un tableau indicé par N .

• L’intérêt : un espace adapté (travailler avec espace proche des |S| de la pratique
plutôt que le |M | théorique) accessible rapidement (si h calculable efficacement).

• Un souci : résoudre les collisions (x, y ∈ M avec x 6= y mais h(x) = h(y)) → une
SD secondaire.
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Recherche d’élément par hachage. Si n = m, on a une grande table et on utilise
l’adressage direct, pas de collisions (h(x) = x). Dans le cas général, n < m.

x

n−1

1

0

de h(x)

calcul
x

NM

SD secondaire : souvent une simple liste châınée où recherche en O(longueur).

Différentes alternatives: Adressage ouvert, h(x, i) pour 1 ≤ i ≤ n (permutation de
[1..n]): un seul élément par case. Différentes techniques: sondage linéaire (h(x, i) =
h′(x) + i mod n), quadratique (h(x, i) = h′(x) + c1i + c2i

2 mod n), ou double hachage
(h(x, i) = h1(x) + ih2(x) mod n).

Longueur max L d’une liste : pour toute fonction h, L ≥ m/n (atteint par
exemple si h(x) = x mod n).

Complexité pire cas pour une suite de s Insert et f Find :

max(complexité en temps) ≥ s+ f × L ≥ f min(s,
m

n
).

Analyse de la complexité pire cas : quelque soit la fonction de hachage choisie, il
existe une valeur de hachage qui concentre plus de m/n éléments de M , le pire cas arrive
si les s insertions correspondent à ces éléments, ils sont tous insérés dans la même liste
et dont la longueur devient ≥ min(s, m

n
).

Peut-on se débarrasser du facteur min(s, m
n

) pour avoir du s
n

?
→ randomiser pour avoir des SD secondaires de cette taille en moyenne.

Hachage universel. Définition: Soient M = {0, . . . ,m − 1} et N = {0, . . . , n − 1}
avec m ≥ n. Une famille H de fonctions de M dans N est dite universelle si pour tout
x, y ∈M , x 6= y, en choisissant h au hasard uniformément dans H,

P(h(x) = h(y)) ≤ 1

n
.

Hachage randomisé: étant donnée une suite R de mises à jour et de recherches, tirer
au hasard uniformément une fonction de hachage h ∈ H et l’utiliser pour toute la suite R.

Théorème 6. Partant d’une table vide, pour une suite R de longueur s+f , avec s Insert
et f Find, en piochant h au hasard uniformément dans une famille universelle H,

E(complexité en temps) ≤ (s+ f)
(
1 +

s

n

)
.

Dimensionnement : si n ≥ s, alors temps moyen par opération ≤ 2.

Proof. Les s insertions se font en temps 1, et à chaque recherche, il y a au plus s éléments
dans la table, qui est remplie à un facteur s/n. Reste à évaluer le temps d’une recherche,
que l’on peut borner par 1 + s/n.
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Xkl: variable indicatrice qui vaut 1 s’il y a collision entre k et l. Par définition de la
famille universelle, on a E[Xkl] ≤ 1/n.

Yk: variable aléatoire égale au nombre de clés autres que k hachées vers l’alvéole de k:
Yk =

∑
l 6=kXkl, et par linéarité des espérances, E[Yk] ≤

∑
l 6=k 1/n.

Mh(k): taille de la liste de l’alvéole de k. Le temps de recherche de l’élément k est en
moyenne E[Mh(k)].

Si k n’est pas dans la table, Mh(k) = Yk et on somme au plus s éléments, donc
E[Mh(k)] ≤ s/n.

Si k est dans la table, Mh(k) = Yk + 1 et on somme au plus s − 1 éléments, donc
E[Mh(k)] = E[Yk] + 1 ≤ (s− 1)/n+ 1 ≤ 1 + s/n, d’où le résultat.

Construction d’une famille universelle. Pas trop compliqué, décrit dans le Cormen
si vous voulez voir les détails.

Hachage parfait. Ensemble de s clés statiques, par exemple les noms de fichier sur un
CD, les mots réservés d’un langage de programmation.

Hachage parfait: Find en O(1) dans le cas le plus défavorable, et espace nécessaire
pour stocker la table en O(s).

Table de taille n = s2 → soit X une variable aléatoire qui compte le nombre de
collisions.

E(X) =

(
s

2

)
× 1

n
=
s2 − s

2
× 1

s2
<

1

2
.

(linéarisation des espérances, compter le nombre de couples et pour chaque couple l’espérance
d’une collision est 1/n: premier choisi n’importe où, et proba 1/n que le deuxième ait la
même valeur).

Idée du hachage parfait : table de hachage de taille n = s, et résolution des collisions
en utilisant une deuxième table de hachage de taille M2

i , où Mi est le nombre d’éléments
stockés en i.

Temps du find? O(1) car pas de collisions dans la deuxième table.
Taille utilisée?

∑
M2

i = O(
∑(

Mi

2

)
) = O(nombre de collisions).

Autre façon de compter le nombre de collisions? Hachage universel:
E(nombre de collisions) =

(
s
2

)
1
s

= O(s), d’où le résultat!

Conclusion sur cette partie: en SD vous pouvez être faible (tas), paresseux (union-
find), joueur (hachage universel)... si c’est pour la bonne cause. Bien choisir ses SDs:
ne pas hésiter à convertir la SD fournie en entrée en une autre plus adaptée (phase de
précalcul). Exemple typique du tri déjà évoqué.
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1.3 Comment adapter des SD connues à vos besoins?

1.3.1 Dictionnaire avec statistiques d’ordre

Par exemple, on veut un dictionnaire avec statistiques d’ordre.

Données : éléments d’un ensemble totalement ordonné.
Opérations souhaitées :

• Insert(x,S), Delete(x,S), Find(x,S),

• Find-Order(k,S) : trouver le k-ième plus petit élément dans S,

• Find-Rank(x,S) : trouver le rang de x dans S, dans l’ordre croissant.

Remarque : Find-Rank et Find-Order sont exactement les opérations inverses
l’une de l’autre.

Les arbres rouge-noir. Définition: Un arbre rouge-noir est un arbre binaire de recherche
vérifiant les propriétés suivantes:

1. les données sont stockés sur les nœuds internes et les feuilles ne portent rien (NIL),

2. chaque nœud est soit rouge, soit noir,

3. les feuilles sont noires,

4. si un nœud est rouge alors ses deux fils sont noirs,

5. tous les chemins descendants d’un même nœud vers les feuilles ont le même nombre
de nœuds noirs.

Proposition 1. Profondeur d’un arbre rouge-noir à n nœuds ≤ 2 log2(n+ 1).

Preuve: soit N le nombre de nœuds noirs par branche et p la profondeur de l’arbre,
. les N premiers niveaux de l’arbre binaire sont complets étant donné la condition (5),
et donc n ≥ 2N − 1,
. la condition (4) implique qu’il y a au plus N rouges par branche et donc p ≤ 2N ,
. au final n ≥ 2p/2 − 1 et donc p ≤ 2 log2(n+ 1).

Exemple d’arbre rouge-noir:

4

9

93

4 43

4510

50

61

59 76

78 87

94

96

98

81
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Règles pour l’insertion: Insert↓(x,S):
1. Insérer x par le haut comme dans tout arbre binaire de recherche et colorer le nouveau
sommet en rouge;
2. Rééquilibrer par des rotations/recolorations en remontant depuis le nouveau sommet
vers la racine pour éliminer tout motif qui ne respecte pas la structure des arbres rouges-
noirs.

Implémentation détaillée: description d’un nombre fini de règles de “réécriture” de
l’arbre par rotations/recoloration en fonction du motif local, détaillée dans le Cormen.

a

b

c

d

B C

D EA

a

b

c

A

B C

D E

d a

c

A

B C

D E

b

d

a

d

A B

C D E

b

c

a

A B

C D E

b

c

d a

d

A B C

D E

b

c

Règle 1 : recoloration Règle 2 : rotation

Règle 3 : rotation & recoloration

Suppression: Supprimer comme dans tout arbre binaire de recherche en allant chercher
le successeur immédiat, puis suite de rotations/recolorations en remontant depuis la po-
sition du successeur immédiat vers la racine pour éliminer tout motif qui ne respecte pas
la structure des arbres rouges-noirs. Détails dans le Cormen.

L”insertion, la suppression et la recherche se font en O(log n), comme sur les ABR.

Ajuster pour traiter Find-Rank et Find-Order .
→ Rajouter à chaque noeud le rang de l’élément stocké.

87

8970

63

55

43

32

16

14

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Find: O(log n) ,
Rank: O(1) , (Si on connâıt position de x, sinon il faut ajouter un Find)
Order: O(log n) , (Faire Find sur les rangs des éléments plutôt que sur les valeurs;

l’arbre des rangs est un ABR!)
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Insert and Delete: Ω(n), pas bon! Mise à jour trop coûteuse, par exemple si
l’élément inséré/supprimé est le plus petit, tous les rangs doivent être changés.

→ Rajouter à chaque noeud le cardinal de son sous-arbre.

87

8970

63

55

43

32

16

14

9

5

2 2

1 1

1

3

1

Find: Toujours en O(log n) ,

Rank: O(log n) , Rang dans son sous-arbre: card(filsgauche) + 1; récurrence en re-
montant vers la racine (fils gauche, on ne fait rien; fils droit, on rajoute card(filsgauche(père))+1)

Find-Rank(x) connaissant la position i de x ∈ S
1. r ← card(filsgauche(i)) + 1;
2. tant que i 6= racine faire
3. — si i est un fils droit, alors
4. — r ← r + card(filsgauche(père(i))) + 1;
5. — i←père(i);
6. renvoyer r

(i est fils droit = test en O(1) par filsdroit(père(i))=i.)
Order: O(log n) , Algo récursif: FindOrder(k, i) renvoie l’élément de rang k du

sous-arbre enraciné en i.
Find-Order(k,i) version récursive à lancer avec i = racine

1. r ← card(filsgauche(i)) + 1;
2. Case k = r : renvoyer valeur(i);
3. Case k < r : Find-Order(k,filsgauche(i));
4. Case k > r : Find-Order(k − r,filsdroit(i));

Insert and Delete: O(log n) , Il faut pouvoir mettre à jour les informations pour
une rotation. Solution qui marche pour tout type d’ABR mis à jour par rotations (AVL,
splay trees): modifier routine de rotation, et incréments/décréments de 1 lors des inser-
tions/suppressions.

Modifier les informations de cardinal lors d’une rotation (en temps constant):

x

x x

x x
1

2

3

4

5
x

x

x

x x

1

2

3

4

5

c c

c

c c

c c

c

1

2

3

4

5 1

3 5

4

c
3
+c

5
+1c

OK !
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1.3.2 Treaps

Treap = Tree + Heap
Elements = couples; structure d’ABR sur la première coordonnée (filsgauche ≤ père

≤ filsdroit), et structure de tas sur la deuxième (père ≤ filsgauche, père ≤ filsdroit).
Lemme: pour n’importe quel ensemble de paires avec unicité de la deuxième coor-

donnée, il y a exactement un Treap.
Preuve par récurrence sur le nombre d’éléments. Cas de base: Treap à un seul noeud.

Sinon, le noeud avec la plus petite clé de tas doit être la racine, et grâce aux clés des
arbres, on partitionne le reste en deux plus petits Treaps.

Avantage: quelque soit l’ordre des insertions, le Treap est le même.
Idée: tirer les clés de tas aléatoirement, ce qui permet d’obtenir une hauteur en

O(log n) avec forte probabilité.
Un split est bon si la clé arbre de la racine partitionne entre n/4 et 3n/4 de chaque

côté. Probabilité d’être bon: 1/2. Si tous les splits sont bons, T (n) = T (3n/4) + 1 =
O(log n) = log4/3 n → Avec une forte probabilité, tous les deux niveaux, le sous-arbre
le plus grand a été divisé par un facteur au moins 4/3, et on obtient une hauteur en
O(log n).

Insertion et suppression faciles. Insertion: on tire au hasard la clé de tas. On insère
comme dans un ABR, puis rotations pour corriger le tas: on fait remonter la clé fautive
d’un niveau à chaque fois. Pour la suppression, on met la clé de tas à +∞, puis rotations
pour descendre la clé en position de feuille, ce qui permet de la supprimer.

Treaps

6.2 Insertion and Deletion

Insertion: Given an already existing TREAP, insert a new node.

Example: Suppose we have a TREAP of 5 nodes: (6,1), (2,2), (8,4), (1,5), (4,3), we want

to insert a new node 3. Pick a heap key at random: say 0. Now insert (3,0) at an appropriate

leaf so that the tree key is correct.Then do rotations to fix heap key . The process is as

follows :

Each rotation brings a node up one level until we get to the appropriate height.

B

C

CBA

A

Deletion : To delete a node, set its heap key to infinity and rotate until the node becomes

a leaf. Then remove it.

Example: Given the following TREAP, we want to delete the node (3,0). The process is

as follows :

68
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2 Graphes

Graphe G = (V,E): ensemble de sommets V et ensemble d’arêtes (ou arcs) E ⊆ V × V .
Version orientée ou non. On note usuellement pour un graphe fini n = |V | et m = |E|.
En cas d’ambiguité, on utilisera les notations V (G) et E(G).

Petites définitions classiques:

• N(x): voisinage de x (N+(x) et N−(x) pour cas orienté, sortant et entrant);

• d(x): degré de x (d+(x) et d−(x)).

Un premier théorème (handshaking lemma):
∑

x∈V d(x) = 2m, et
∑

x∈V d
+(x) =∑

x∈V d
−(x) = m.

Preuve: dans la somme
∑

x∈V d(x), toute arête (x, y) est comptée exactement deux
fois (une fois dans le terme d(x), une fois dans le terme d(y)). En orienté, dans la somme
des degrés sortants, tout arc (x, y) est compté exactement une fois (dans le terme d+(x)).
Idem pour les degrés entrants.

2.1 Représentation des graphes

Deux façons classiques de représenter un grapheG = (V,E): ensemble de listes d’adjacences,
ou matrice d’adjacences. On représente le voisinage (sortant) de chaque sommet.

Cas orienté.

Graphe

oriente 

1

2 3

4 5

Matrice 

d’adjacence

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

1

1

1 1

1 1 1

0 0 0 0

0000

0 0 0

0 0

0 0 0 0 0

Listes

d’adjacence

1

2

3

4

5

2

3

5 4

1 5 2

Matrice d’adj. Listes d’adj. N+(x)
Espace de stockage Θ(n2) Θ(n+m)

Test d’adjacence (x, y) ∈ E O(1) O(d+(x))

Cas non orienté.

1

2 3

4 5

Graphe
non oriente 

Matrice 

d’adjacence

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

1

1

1 1

1 1 1

0 0 0

00

0 0

0

0 0 0

1

1

1

1

1

1 1

Listes

d’adjacence

1

2

3

4

5

2

3

5 4

1 5 2

4

4 1

2

3

3 4

Matrice d’adj. Listes d’adj. N(x)
Espace de stockage Θ(n2) Θ(n+m)

Test d’adjacence (x, y) ∈ E O(1) O(d(x))
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Graphes pondérés. Poids associés aux arêtes/arcs. On peut rajouter des poids dans
les deux types de représentation classique.

Graphes d’intervalle.

c

d

e ba

ba

c

e

d

sommets = intervalles de Z
adjacence = intersection non vide

Graphe d’intervalles
Espace de stockage Θ(n)

Test d’adjacence (x, y) ∈ E O(1)

2.2 Parcours de graphes

But: Explorer les sommets accessibles à partir d’un sommet de départ source/racine, en
parcourant/traversant les arêtes/arcs du graphe (progression locale, de voisins en voisins).

• En entrée : graphe donné a priori par des informations locales (p.ex. listes/matrice
d’adjacence), un sommet d’origine s.

• En sortie : un arbre de parcours enraciné en s (pere[x]: origine de l’arc emprunté
pour aller visiter x), et éventuellement d’autres informations, comme par exemple
une numérotation des sommets selon leur ordre de découverte/traitement (id[x]).

2.2.1 Schéma général

Terminologie: sommet ”vu”: on a vu un voisin que l’on pourra ensuite choisir de visiter;
sommet ”visité”: on passe par ce sommet pour explorer le graphe un coup plus loin.

Coupe [U,U ] =
{

(u, v) ∈ E | u ∈ U, v 6∈ U
}

(= ∅ si U = V ).
Parcours(G, s) : algorithme de parcours depuis source s:

1. U ← {s};

2. Tant que [U,U ] 6= ∅ faire : choisir (u, v) ∈ [U,U ]; U ← U ∪ {v};

Choix d’implémentation : comment gérer la coupe ? quelle SD ? quel choix
d’arête/arc dans la coupe pour avancer ?

à découvrirexploré
s

U U
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Un premier algorithme de parcours. S est un ensemble de couples de sommets qui stocke
la coupe (⊥ = racine factice d’initialisation).

1. S :=
{

(⊥, s)
}

;

2. Tant que S 6= ∅ faire

3. extraire (u, v) de S;

4. pour tout w voisin de v, insérer (v, w) dans S;

Cet algorithme ne termine pas toujours (graphe orienté avec cycles ou graphe non
orienté)!

Solution: numéroter les sommets pour éviter de boucler: id[x] ∈ {1, . . . , n} ∪ {NIL}.
Utilisation d’un chronomètre t.

1. t := 0; id[x] := NIL pour tout x ∈ V ; S :=
{

(⊥, s)
}

;

2. Tant que S 6= ∅ faire

3. extraire (u, v) de S;

4. si (id[v] = NIL) alors {t := t+ 1; id[v] := t;

5. pour tout w voisin de v, insérer (v, w) dans S;}

Sommet numéroté = sommet visité. Les sommets vus sont dans S.
Finalement, on rajoute aussi les informations pere[v], initialement NIL, et mise à

jour pere[v] := u lors de la numérotation de v ligne 4.

Proposition 2. Cet algo de parcours calcule l’ensemble des sommets accessibles depuis s.
De plus, si les extractions et insertions dans S sont en O(1), sa complexité est linéaire
en la taille de l’entrée, càd O(n+m) pour les listes d’adjacences et O(n2) pour la matrice
d’adjacences.

Proof. .Que contient S? Est-ce que c’est exactement la coupe entre les sommets numérotés/visités
et les autres? Non, cette implémentation fait une gestion paresseuse de la coupe: à tout
instant S contient la coupe mais potentiellement aussi des couples (u, v) qui ne sont pas
empruntables car v est numéroté.
. Invariant [coupe]: à chaque fin de boucle, S = la coupe entre les sommets numérotés et
les autres + des couples (u, v) tels que v est numéroté (conservation de l’invariant facile
à vérifier).
. Invariant [arbre]: à chaque fin de boucle, le sous-graphe (pere[v], v) est un arbre en-
raciné en s, qui couvre tous les sommets déjà numérotés (càd remonter selon pere depuis
tout sommet numéroté ramène à l’origine du parcours s, conservation de l’invariant facile
à vérifier).
. Terminaison & complexité:
Chaque couple (u, v) entre au plus une fois dans S, car entrée uniquement si voisinage
de u parcouru, càd quand u visité, se produit à l’extraction d’un couple (w, u) avec u
non numéroté, mais dans ce cas u devient numéroté ⇒ événement se produisant au plus
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une fois. Donc, au total, nb extractions borné par
∑

x d
+(x) = m, resp.,

∑
x d(x) = 2m

(idem pour nb insertions). L’algo termine forcément, avec complexité :
• coût total extractions & insertions = O(m) si extractions & insertions en O(1),
• coût du balayage des voisins = O(n + m) pour les listes d’adj (resp O(n2) pour la
matrice d’adj).
. Correction de l’algorithme: montrer que sommets accessibles depuis s = sommets
numérotés à la fin de l’algo.
Sens ⊇ : corollaire de l’invariant [arbre]
Sens ⊆ [par l’absurde]: supp. ∃ chemin P de s à x, mais x non numéroté à la fin de
l’algo. Soit v le 1er sommet non numéroté de P en partant de s (donc v 6= s) et soit
u son prédécesseur sur P (donc numéroté). Faisons un saut dans le temps : quand u a
été numéroté, son voisinage a été parcouru et le couple (u, v) a été ajouté à S. L’algo
termine avec S = ∅, donc (u, v) a été extrait à un moment. A cet instant, soit v n’était
pas numéroté mais alors il est numéroté immédiatement, soit v s’était déjà fait numéroter
(déjà visité par un autre chemin). Dans les deux cas, contradiction avec l’hypothèse v
non numéroté en fin d’algo. Raisonnement par l’absurde équivalent à une récurrence sur
la longueur d’un chemin (qcq) depuis s.
. Remarque: invariant [coupe] non utilisé dans notre preuve de correction (même si on
aurait pu l’invoquer pour annoncer l’ajout de (u, v) dans S), mais utile pour justifier le
fait que l’algo est bien une implémentation de notre schéma général.

Note: Gestion paresseuse de la coupe. Pour avoir dans S la vraie coupe, il faut, lors
de la visite de chaque nouveau sommet u,

• ne pas rajouter (u, v) tel que v déjà numéroté (rajouter un simple test);

• enlever de S les (v, u) (quittent la coupe car u visité).

On peut toujours avoir |S| en O(m), même si on espère être un peu mieux que la
version paresseuse, et besoin de SD annexe.

Sous-jacent à tout parcours : 3 zones de sommets

sans no

sans no

avec no

avec no

sans no
S,

sans no
S,

sommets à explorer :

source : départ
du parcours

sommets pas
encore repérés

S

sommets déjà explorés :
tout leur voisinage a été vu

"frontière active" des

vus mais non visités

blanc

gris

noir

Evolution de l’état d’un sommet

pas encore découvert 

visité / exploré / traité

à visiter / à explorer / à traiter
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mise à jour de

dans la frontière

choix d’un sommet

la frontière

la zone explorée s’agrandit

avec no

sans no
S,

sans no
S, blanc

gris

noir

Evolution de l’état d’un sommet

visité / exploré / traité

pas encore découvert 

à visiter / à explorer / à traiter

Précédemment: 2 types de sommets (numérotés ou pas) + S qui donne l’information
des sommets gris.

Autre approche: 3 couleurs de sommets (blanc, gris, noir). SD pour gérer efficacement
extractions et insertions dans l’ensemble des sommets gris.

Parcours du graphe entier. Tant qu’il reste un sommet s ∈ V non numéroté, faire
Parcours(G, s).

2.2.2 Parcours en largeur

Un des algorithmes de parcours le plus simple, à la base de nombreux algorithmes im-
portants sur les graphes (comme Dijkstra pour calculer les plus courts chemins, et Prim
pour trouver l’arbre couvrant minimum, cf cours suivants).

Idée: découvrir tous les sommets situés à une distance k de s avant de découvrir
tous les sommets situés à une distance k + 1. On calcule l’arborescence de parcours avec
pere[u], et également les plus courts chemins avec d[u], la distance entre u et s.

BFS: Breadth-First Search: la frontière S doit être gérée comme une file FIFO: on
avance en extrayant toujours le sommet le plus ancien dans la coupe. Marche sur graphes
orientés ou non orientés.

Initialement, couleur[u] := blanc, d[u] := +∞, et pere[u] := NIL pour tout u ∈ V ,
et couleur[s] := gris, d[s] := 0, S := {s}.
Algo (avec listes d’adjacence):
while (S 6= ∅) {

u := defiler(S);
pour tout v ∈ Adj[u], si couleur[v] = blanc {
couleur[v] := gris;
d[v] := d[u] + 1;
pere[v] := u;
enfiler(S, v);

}
couleur[u] := noir;

}

26



Exemple sur un graphe non orienté:
596 Chapter 22 Elementary Graph Algorithms
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex ! in the adjacency list of u. If ! is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex ! gray, sets its distance !:d to u:dC1, records u as its parent !:" , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s

Invariant: la file S est constituée des sommets gris: vrai initialement, puis on n’enfile
que des sommets gris, et on défile un sommet avant de le colorier en noir.

Complexité linéaire (par rapport à la taille de la représentation par listes d’adjacence
de G): enfiler et défiler en O(1), et chaque sommet est enfilé/défilé au plus une fois (on
ne recolorie jamais un sommet en blanc), d’où du O(n), également pour l’initialisation.
Balayage des listes d’adjacence: coût en O(m) (chaque arête est examinée au plus 1 fois
en orienté, 2 fois en non orienté). Au final, O(n+m).

Plus courts chemins. Soit dist(s, v) la distance de plus court chemin entre s et v, i.e.,
le nombre minimal d’arcs d’un chemin reliant s à v, ou +∞ s’il n’existe pas de chemin.
On peut montrer que d[v] = dist(s, v) pour tout v.

De façon informelle, on voit que tous les sommets à distance 1 de s sont enfilés en
premier, puis via ces sommets on atteint tous les sommets à distance 2, etc. Ainsi, on
aurait une contradiction si BFS atteignait un sommet v par un chemin plus long que
le plus court chemin, car le dernier sommet u sur le plus court chemin aurait été enfilé
d’abord, et on aurait atteint v via u.

Formellement, la preuve suit le schéma suivant:
Lemme 1: Etant donné un graphe G = (V,E) et s ∈ V , pour tout arc (u, v) ∈ E,

dist(s, v) ≤ dist(s, u) + 1. Preuve: Si u est accessible depuis s, alors v l’est aussi, et il y
a un chemin de s à v qui passe par u de longueur dist(s, u) + 1. Sinon, dist(s, u) = +∞.
Dans les deux cas, l’inégalité est vérifiée.

Lemme 2 (majoration des distances): A la fin de l’exécution de BFS, pour tout
sommet v ∈ V , on a d[v] ≥ dist(s, v). Preuve: Récurrence sur le nombre de sommets
insérés dans S. Hypothèse: l’inégalité est vérifiée pour tout v ∈ V . Vrai initialement
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(sommet s inséré dans S, on a d[s] = 0 = dist(s, s), et d[v] = +∞ ≥ dist(s, v) pour tout
v ∈ V \ {s}).

Récurrence: sommet v blanc découvert: successeur d’un sommet u ((u, v) ∈ E). On
a donc, par hypothèse de récurrence, d[u] ≥ dist(s, u). On modifie d[v] uniquement, et
d[v] = d[u] + 1 ≥ dist(s, u) + 1 ≥ dist(s, v) (Lemme 1). Ensuite, d[v] n’est plus modifié,
l’hypothèse est maintenue.

Pour prouver d[v] = dist(s, v), on caractérise le comportement de la file S:
Lemme 3: Si S contient les sommets (v1, v2, . . . , vr), alors d[vr] ≤ d[v1] + 1 et d[vi] ≤

d[vi+1] pour 1 ≤ i ≤ r − 1 (i.e., les valeurs de d des sommets dans S sont a, a, . . . , a, a+
1, a+ 1, . . . , a+ 1).

Preuve: Récurrence sur le nombre d’opérations sur la file.
Au départ, la file ne contient que s, lemme vérifié.
Défilement de v1: nouvelle tête de file v2. Par récurrence, d[v1] ≤ d[v2], et d[vr] ≤

d[v1] + 1 ≤ d[v2] + 1, donc tout reste valable.
Enfilement de v = vr+1: on l’a enfilé en examinant u, avec (u, v) ∈ E, et on avait

déjà supprimé u de la file, donc par hypothèse de récurrence, d[v1] ≥ d[u]. Donc, d[v] =
d[u] + 1 ≤ d[v1] + 1. On a aussi, par hypothèse de récurrence, d[vr] ≤ d[u] + 1 = d[v], et
donc le lemme est vérifié.

Corollaire: si vi est enfilé avant vj, alors d[vi] ≤ d[vj].
Théorème (validité de BFS): BFS découvre chaque sommet v ∈ V accessible depuis s,

et à la fin d[v] = dist(s, v) pour tout v ∈ V . De plus, pour tout sommet v 6= s accessible
depuis s, l’un des plus courts chemins de s à v est le plus court chemin de s à pere[v]
complété par l’arc (pere[v], v).

Preuve par l’absurde: sommet v qui reçoit d[v] 6= dist(s, v), avec dist(s, v) mini-
mal. On a v 6= s, et d[v] > dist(s, v) → v est accessible depuis s. Soit u qui précède
immédiatement v sur un plus court chemin de s à v: d[u] = dist(s, u), et on a

d[v] > dist(s, v) = dist(s, u) + 1 = d[u] + 1.

Lorsque BFS défile le sommet u, v est soit blanc (et alors d[v] = d[u] + 1), soit noir
(et alors d[v] ≤ d[u] car v avait été défilé avant u), soit gris (colorié lors du défilement
d’un sommet w, tel que d[w] ≤ d[u] et d[v] = d[w] + 1 ≤ d[u] + 1), ce qui contredit dans
tous les cas l’inégalité précédente.

Tous les sommets accessibles sont découverts, sinon ils auraient un d infini et on a
prouvé que d[v] = dist(s, v).

Finalement, si pere[v] = u, alors d[v] = d[u]+1, et donc on peut obtenir un plus court
chemin de s à v en prenant un plus court chemin de s à u puis en traversant l’arc (u, v).

Arcs de l’arborescence de BFS = arcs de liaison.

2.2.3 Parcours en profondeur

DFS: depth-first search. Idée: descendre plus profondément dans le graphe chaque fois
que c’est possible. Revenir en arrière pour explorer les arcs non encore explorés. S est
une pile plutôt qu’une file.

Traditionnellement, pour DFS, on répète le parcours à partir de plusieurs origines, et
donc on obtient une forêt (au lieu d’un simple arbre) avec les arcs (pere[u], u).
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Pas de distances comme pour BFS, mais deux dates par sommet v: date de première
découverte d[v] (coloriage en gris du sommet), et date de fin de traitement f [v] (coloriage
en noir). Utilisées dans de nombreux algorithmes de graphes, et permettent l’analyse du
comportement de l’algorithme. Dates: entiers entre 1 et 2|V | (chaque sommet a 2 dates),
et d[u] < f [u] pour tout u ∈ V .

Initialement, tous les sommets sont blancs, pere[u] := NIL, et t := 0 (le chronomètre).
Pour chaque sommet u ∈ V , faire si couleur(u) = blanc alors Visiter-DFS(u).
Visiter-DFS(u):
couleur[u] := gris;
t := t+ 1; d[u] := t;
pour tout v ∈ Adj[u], si (couleur[v] = blanc) {

pere[v] := u; Visiter-DFS(v);
}
couleur[u] := noir;
t := t+ 1; f [u] := t;

Exemple sur un graphe orienté:
22.3 Depth-first search 605
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u
has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .

In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments
the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex ! adjacent to u
and recursively visit ! if it is white. As each vertex ! 2 AdjŒu" is considered in
line 4, we say that edge .u; !/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not

Complexité linéaire (par rapport à la taille de la représentation par listes d’adjacence
de G): Θ(n) pour les initialisations, et Visiter-DFS est appelée exactement une fois pour
chaque sommet, car elle est invoquée uniquement sur les sommets blancs et commence par
les colorier en gris. Balayage des listes d’adjacence en Θ(m), d’où au final du Θ(n+m).

Théorème des parenthèses. Les dates de début et de fin forment une structure
correctement parenthésée: découverte = ”(u”, et fin = ”u)”, voir exemple ci-dessous:
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22.3 Depth-first search 607
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Figure 22.5 Properties of depth-first search. (a) The result of a depth-first search of a directed
graph. Vertices are timestamped and edge types are indicated as in Figure 22.4. (b) Intervals for
the discovery time and finishing time of each vertex correspond to the parenthesization shown. Each
rectangle spans the interval given by the discovery and finishing times of the corresponding vertex.
Only tree edges are shown. If two intervals overlap, then one is nested within the other, and the
vertex corresponding to the smaller interval is a descendant of the vertex corresponding to the larger.
(c) The graph of part (a) redrawn with all tree and forward edges going down within a depth-first tree
and all back edges going up from a descendant to an ancestor.

Formellement, pour deux sommets quelconques u et v, soit les intervalles [d[u], f [u]]
et [d[v], f [v]] sont complètement disjoints, et ni u ni v n’est un descendant de l’autre,
soit [d[u], f [u]] est inclus entièrement dans [d[v], f [v]] et u est un descendant de v, soit le
contraire (v descendant de u).

Preuve: On suppose d[u] < d[v] (autre cas symétrique). Si d[v] < f [u], v a été
découvert pendant que u était encore gris; v est donc un descendant de u. En plus,
découverte de v plus récente que celle de u, donc le traitement de v se termine avant que le
parcours ne revienne à u et finisse de le traiter, donc [d[v], f [v]] est inclus dans [d[u], f [u]].
Sinon, si f [u] < d[v], les intervalles sont forcément disjoints: aucun sommet n’a été
découvert pendant que l’autre était gris, et donc aucun sommet n’est un descendant de
l’autre.

Ainsi, le sommet v est un descendant du sommet u si et seulement si d[u] < d[v] <
f [v] < f [u].

Théorème du chemin blanc. Théorème qui permet de caractériser les descendants
d’un sommet: Un sommet v est un descendant de u ssi, au moment d[u] où le parcours
découvre u, il existe un chemin de u à v composé uniquement de sommets blancs.

Preuve:
⇒ Si v est un descendant de u, soit w un sommet sur le chemin de u à v: w est un
descendant de u. Alors, d[u] < d[w] et donc w est blanc à l’instant d[u].
⇐ Si à l’instant d[u] il existe un chemin blanc, mais v ne devient pas un descendant de u,
supposons que tous les autres sommets deviennent un descendant de u (sinon on change
v par le premier sommet que ne devient pas un descendant). Soit w le père de v sur le
chemin: w est un descendant de u et f [w] ≤ f [u]. v doit être découvert après u, mais
avant que le traitement de w soit terminé, et donc d[u] < d[v] < f [w] ≤ f [u]. D’après le
théorème des parenthèses, v doit donc être un descendant de u.
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Classification des arcs.

• Arc de liaison (bold): arc de la forêt de parcours. (u, v) liaison si v découvert la
première fois pendant le parcours de (u, v) (v blanc);

• Arc arrière (B, rouge): relie u à un ancêtre v (v gris);

• Arc avant (F, bleu): relie u à un descendant v, mais pas un arc de liaison (v noir);

• Arc transverse (C, vert): tous les autres arcs: deux sommets d’un même arbre non
descendants l’un de l’autre, ou deux sommets d’arbres différents (v noir).

Cas non orienté: on ne retient qu’un sens pour les arêtes = sens de la première fois
qu’une arête a été visitée. Uniquement des arcs de liaison et des arcs arrière.

Possible de classifier les arcs à la volée ou en fin d’algorithme, en O(1) (pas de surcoût
à la volée). A la volée = dans DFS(u), ”pour tout v voisin de u ...” (i.e., (u, v) est une
arête explorée).

Test A la volée En fin d’algo
liaison immédiat pere[v] = u

avant d[u] < f [v] d[u] < d[v] < f [v] < f [u]

pere[v] 6= u

arrière d[v] 6= NIL d[v] < d[u] < f [u] < f [v]

f [v] = NIL

transverse f [v] < d[u] f [v] < d[u]

Classification en BFS ?

Uniquement des arcs de liaison, des arcs transverse et des arcs arrière en orienté:

oui oui non

s

L L L
0 1 2 i

L
d

L
i+1

L

Uniquement des arcs de liaison et des arcs transverse en non-orienté:
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2.2.4 Applications des parcours

Rappel: composantes connexes, en non-orienté: ensemble de sommets accessibles entre
eux. Graphe connexe: tous les sommets sont accessibles entre eux.

Cas orienté: on parle de forte connexité: u et v sont mutuellement accessibles s’il y
a un chemin de u vers v et un chemin de v vers u. Composante fortement connexe =
ensemble de sommets mutuellement accessibles entre eux.

1. En non-orienté.

1. G est-il connexe? Linéaire: parcours depuis source quelconque, puis vérifier que
tous les sommets ont été visités.

2. Calculer les composantes connexes? Linéaire: parcourir tout le graphe, en sortie 1
arbre de la forêt = 1 composante connexe.

3. Tester si G a un cycle en O(n).
1 - Faire un parcours de tout le graphe (càd en repartant si besoin d’un nouveau
sommet s’il y a plusieurs composantes connexes) et s’arrêter dès qu’on trouve une
arête qui amène à un sommet déjà numéroté.
2 - Annoncer alors qu’il existe un cycle : l’arête crée un cycle via le chemin dans
l’arbre de parcours, en notant aussi que les deux extremités sont forcément dans la
même comp. connexe.
3 - Si toutes les arêtes sont vues sans que ce cas se présente, annoncer que le graphe
est sans cycle : la forêt de parcours est le graphe dans sa totalité.
Complexité : O(n), car tout graphe sans cycle (forêt) a ≤ n − 1 arêtes et donc
le nb d’arête vues par l’algo sans trouver de cycle est au maximum n − 1. On
pourrait d’ailleurs avoir un algo qui commence par tester si m ≤ n− 1 pour traiter
rapidement une première partie des cas, mais ce test n’est pas suffisant (on pourrait
avoir de nombreux sommets isolés, ce qui augmente n mais pas m, et il faut donc
aller voir de plus près ce qui se passe là où il y a des arêtes).

2. En orienté.

1. G est-il fortement connexe? Linéaire: fixer un sommet s, parcourir G depuis s et
vérifier que tous les sommets sont accessibles dans G depuis s, calculer G−1 (arcs
inversés), parcourir G−1 depuis le même sommet s et vérifier que tous les sommets
sont accessibles, autrement dit que s est accessible dans G depuis tous les sommets.

Graphe G−1: même ensemble de sommets V que G, mais toutes les arêtes sont
inversées, i.e., si (u, v) ∈ E(G), alors (v, u) ∈ E(G−1).

32



2. Calculer les composantes fortement connexes de G orienté? → linéaire ! un peu
plus difficile, cf après ...

3. Tester si G a un circuit? → linéaire ! facile en choisissant bien son parcours, cf
après ...

3. Reconnaissance des DAGs. DAG = graphe orienté sans circuit.

Proposition 3. G est un DAG ssi il n’y a aucun arc arrière dans un parcours DFS de G.

Corollaire: on peut donc trouver un circuit et reconnâıtre un DAG en temps linéaire.
Solution simple de détection d’un circuit à la volée, en ajoutant au DFS récursif un

test d’arc arrière:

DFS(u): routine d’exploration
1. d[u] ← t← t+ 1;
2. pour tout v voisin de u,

Si d[v]=NIL, faire DFS(v);
Sinon si f [v]=NIL, annoncer “circuit !”;

3. f [u] ← t← t+ 1;

Attention, plein d’algos faux utilisant d’autres parcours comme BFS, ou ne travaillant
pas avec des informations suffisantes pour repérer les arcs arrière du DFS.

Preuve: ⇒ [contraposée] ∃ arc arrière uv ⇒ ∃ circuit, par déf arc arrière, en em-
pruntant le chemin de v à u dans arbre de parcours puis (u, v).
⇐ [contraposée] Si G admet un circuit C, soit u0 le 1er sommet de C visité par le

DFS. Alors, en notant C = u0u1 . . . u`u0, l’arc u`u0 est forcément un arc arrière: grâce
au théorème du chemin blanc, comme il existe un chemin blanc vers u` au moment où
u0 est visité (c’est le 1er à être visité), u` sera un descendant de u0 dans leur arbre de
parcours, et quand u` sera visité, l’arc u`u0 sera listé parmi les arcs arrière.

Preuve du corollaire (reconnaissance): Faire un DFS et repérer s’il existe un arc arrière
à la volée ou a posteriori (cf classification). Si oui, calcul explicite d’un circuit à partir
de cet arc arrière via la fonction pere[ ].

4. Tri topologique: ordre total sur V donné par ordre: V → Z (typiquement
V →

{
1, . . . , n

}
) tel que (u, v) ∈ E ⇒ ordre[u] < ordre[v].

Proposition 4. G est un DAG ssi G admet un tri topologique. Dans ce cas avec un
DFS, ordre[v] = −f [v] fournit un tri topo en temps linéaire.

⇐ [absurde] Si G admet un tri topo ordre[ ], s’il existait un circuit C = u0u1 . . . u`u0,
il faudrait ordre[u0] < ordre[u1] < · · · < ordre[u`] < ordre[u0], impossible.
⇒ Si G est un DAG, exhibons un tri topo : montrons que pour tout DFS, −f [ ] marche.

D’après la classification des arcs dans un DFS, tous les arcs (u, v) vérifient f [v] < f [u],
excepté les arcs arrière mais il n’y en a pas dans un DAG d’après la 1ère proposition.

Remarque: ”Tout est plus simple sur les DAGs”. Optimisation sur les DAGs souvent
plus facile à résoudre que sur les graphes orientés quelconques. Commencer souvent par
un tri topologique qui permet d’organiser la suite, p.ex. calcul glouton en balayant les
sommets selon ce tri topologique.
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5. Composantes fortement connexes. Algorithme de Kosaraju (1978) / Sharir
(1981): sera fait en TD! Joli algorithme qui calcule les composantes fortement connexes
de G en temps linéaire, en utilisant encore le graphe G−1 avec les arêtes inversées.

2.3 Arbres couvrants de poids min

Arbre couvrant = sous-graphe qui est un arbre et qui contient tous les sommets. On
travaille sur des arbres non orientés (et non enracinés).

Proposition: G admet un arbre couvrant ssi G est connexe. Preuve: si on a un arbre
couvrant, on a l’accessibilité entre toutes les paires de sommets. Si G est connexe, un
parcours de graphe permet de construire un arbre couvrant tous les sommets.

Arbre couvrant de poids min (ACM):
Soit G = (V,E) non orienté connexe où ∀e ∈ E, poids w(e) ∈ R+, trouver un arbre
couvrant T qui minimise le poids de T : w(T ) =

∑
e∈T w(e).

Entrée: listes d’adjacence incluant les poids au niveau de chaque voisin.
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Exemple: déployer un réseau routier qui relie plusieurs sites, sans embranchement en
dehors de ces sites et à moindre coût.

Solution: algorithmes gloutons, et suivant les SD utilisées, on obtient des performances
plus ou moins bonnes.

Nous présentons d’abord un algorithme générique, avant de détailler les deux algo-
rithmes classiques de Kruskal et Prim.

2.3.1 Algorithme générique

On fait pousser l’ACM arête par arête. Ensemble d’arêtes A, qui conserve l’invariant
suivant: avant chaque itération, A est un sous-ensemble d’un ACM.

A chaque étape, on rajoute une arête (u, v) qui est sûre pour A, i.e., on peut l’ajouter
à A sans détruire l’invariant.

Algo générique:
1. A := ∅
2. Tant que (A ne forme pas un arbre couvrant)
3. Trouver une arête (u, v) sûre pour A;
4. A := A ∪ {(u, v)};
5. Retourner A;

Comme on ne rajoute que des arêtes sûres, l’invariant est conservé et l’algorithme
termine. La difficulté consiste à trouver une arête sûre en ligne 3. Il en existe vu que
l’invariant impose qu’il y ait un arbre couvrant T tel que A ⊆ T .
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Rappel de la définition d’une coupe (S, V \ S): elle partitionne l’ensemble des som-
mets V (sommets vus/ non vus pour reprendre la terminologie des parcours).
• Arête qui traverse la coupe: une extrémité dans S, l’autre dans V \ S.
• Arête minimale pour la coupe: arête de poids min qui traverse la coupe.
• Une coupe respecte un ensemble d’arêtes A si aucune arête de A traverse la coupe.

Exemple de coupe qui respecte un ensemble d’arêtes en gras:

23.1 Growing a minimum spanning tree 627
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Figure 23.2 Two ways of viewing a cut .S; V ! S/ of the graph from Figure 23.1. (a) Black
vertices are in the set S , and white vertices are in V ! S . The edges crossing the cut are those
connecting white vertices with black vertices. The edge .d; c/ is the unique light edge crossing the
cut. A subset A of the edges is shaded; note that the cut .S; V ! S/ respects A, since no edge of A
crosses the cut. (b) The same graph with the vertices in the set S on the left and the vertices in the
set V ! S on the right. An edge crosses the cut if it connects a vertex on the left with a vertex on the
right.

Proof Let T be a minimum spanning tree that includes A, and assume that T
does not contain the light edge .u; !/, since if it does, we are done. We shall
construct another minimum spanning tree T 0 that includes A [ f.u; !/g by using a
cut-and-paste technique, thereby showing that .u; !/ is a safe edge for A.

The edge .u; !/ forms a cycle with the edges on the simple path p from u
to ! in T , as Figure 23.3 illustrates. Since u and ! are on opposite sides of the
cut .S; V ! S/, at least one edge in T lies on the simple path p and also crosses
the cut. Let .x; y/ be any such edge. The edge .x; y/ is not in A, because the cut
respects A. Since .x; y/ is on the unique simple path from u to ! in T , remov-
ing .x; y/ breaks T into two components. Adding .u; !/ reconnects them to form
a new spanning tree T 0 D T ! f.x; y/g [ f.u; !/g.

We next show that T 0 is a minimum spanning tree. Since .u; !/ is a light edge
crossing .S; V !S/ and .x; y/ also crosses this cut, w.u; !/ " w.x; y/. Therefore,
w.T 0/ D w.T / ! w.x; y/Cw.u; !/

" w.T / :

Théorème 7. Soit G = (V,E) un graphe non orienté connexe pondéré par w. Soit
A ⊆ E inclus dans un ACM de G, soit (S, V \ S) une coupe de G qui respecte A, et soit
(u, v) une arête minimale traversant cette coupe. Alors, (u, v) est une arête sûre pour A.

Preuve: Soit T un ACM contenant A. Si T contient (u, v) c’est fini; on suppose donc
que T ne contient pas (u, v). On sait alors que (u, v) forme un cycle dans T , et u et v
sont de chaque côté de la coupe. Donc il existe au moins une arête de T qui traverse la
coupe, (x, y), qui n’est pas dans A.

Soit T ′ = T \ {(x, y)} ∪ {(u, v)}: la suppression de (x, y) coupe T en 2, et l’ajout de
(u, v) le réassemble pour former un nouvel arbre couvrant. (u, v) étant minimale pour la
coupe, w(u, v) ≤ w(x, y), et donc w(T ′) ≤ w(T ). T étant un ACM, T ′ est également un
ACM. De plus, A ∪ {(u, v)} ⊆ T ′, donc (u, v) est une arête sûre pour A.

Algo générique: gère une forêt d’arbres couvrants, un arbre couvrant par composante
connexe. Boucle effectuée n− 1 fois, car le nombre d’arbres (initialement n) diminue de
1 à chaque itération. En effet, une arête sûre relie forcément deux composantes connexes
distinctes.

On déduit du théorème qu’une arête minimale reliant deux composantes connexes est
sûre (coupe avec les sommets d’une composante connexe).

2.3.2 Algorithme de Kruskal (1956)

Idée de Kruskal:
1. Trier les arêtes selon leur poids.
2. Ajouter les arêtes une à une par poids croissant, en éliminant les arêtes qui créent un
cycle avec celles précédemment ajoutées.
3. Renvoyer l’ensemble des arêtes conservées.

Clé de la complexité: choix de la SD d’union-find pour l’étape 2.

Algo: initialement A = ∅, MakeSet(v) pour chaque sommet v ∈ V , et tri des arêtes
par ordre croissant de poids w.
Pour chaque arête (u, v), si FindSet(u) 6= FindSet(v) alors

A := A ∪ {(u, v)};
Union(u, v);

Retourner A.
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Exemple sur le graphe suivant:

632 Chapter 23 Minimum Spanning Trees
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Figure 23.4 The execution of Kruskal’s algorithm on the graph from Figure 23.1. Shaded edges
belong to the forest A being grown. The algorithm considers each edge in sorted order by weight.
An arrow points to the edge under consideration at each step of the algorithm. If the edge joins two
distinct trees in the forest, it is added to the forest, thereby merging the two trees.

checks, for each edge .u; !/, whether the endpoints u and ! belong to the same
tree. If they do, then the edge .u; !/ cannot be added to the forest without creating
a cycle, and the edge is discarded. Otherwise, the two vertices belong to different
trees. In this case, line 7 adds the edge .u; !/ to A, and line 8 merges the vertices
in the two trees.

Analyse. n opérationsMakeSet, tri enO(m logm), puis au plus 2m opérations FindSet
et n opérations Union.

Union-Find Listes Arbres compressés Arbres de Tarjan
Complexité O(mn) O(m+ n log n) O(mα(m,n))

(tri non compté)

Analyse de complexité Rien à dire : c’est de l’Union-Find pur, on récupère les com-
plexités déjà vues. Noter qu’en ligne 2, on peut s’arrêter dès que l’on a retenu n − 1
arêtes, c’est conseillé en pratique mais cela ne change pas la complexité pire cas.

2.3.3 Algorithme de Jarńık (1930) / Prim (1957)

Autre algorithme glouton, qui construit un arbre en choisissant à chaque fois l’arête
attachée à l’arbre de poids min. Initialement, uniquement un sommet et on fait crôıtre
l’arbre: on maintient une clé pour chaque sommet et on rajoute à l’arbre le sommet de
clé minimum à chaque étape.

1. Choisir une racine/source arbitraire r ∈ V ;
2. ∀u ∈ V 6= r, c[u] := +∞ et pere[u] := NIL; c[r] := 0;
3. S := V
4. Tant que S 6= ∅, faire
5. — extraire u ∈ S de poids c[u] minimum;
6. — pour tout v voisin de u dans S,
7. — si w(u, v) < c[v], alors {c[v] := w(u, v); pere[v] := u;}
8. Renvoyer l’arbre sous forme enracinée avec la fonction pere[ ]

Clé de la complexité: gestion efficace de S
• ExtraireMin et DiminuerValeur → File de Priorité p.ex. tas

• Test y ∈ S en O(1) → Dictionnaire Statique p.ex. tableau booléen

Proposition 5. L’algo de Jarńık/Prim calcule un arbre couvrant de poids min, avec une
complexité qui dépend du choix de la File de Priorité :

File de Priorité Tableau Tas binaire Tas de Fibonacci
Complexité O(n2) O(m log n) O(m+ n log n)

• Analyse de complexité.

Tous les sommets vont finir par être extraits de S et chaque voisinage va être balayé
une fois (et une seule). Par conséquent la ligne 6 sera exécutée

∑
u d(u) = 2m fois
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et, si on regarde bien, la ligne 7 ne sera exécutée que m fois à cause du test “dans S”
à la ligne 6 qui implique qu’une arête ne sera examinée en ligne 7 que la 1ère fois où
l’une de ses extrémités est enlevée de S. Le test d’appartenance à S est réalisé via
une SD supplémentaire de dictionnaire statique : on prend ici un tableau booléen.

Coût unitaire
Nb d’opérations Tableau Tas binaire Tas Fibonacci

CréerFile ×1 O(n) O(n) O(n)
ExtraireMin ×n O(n) O(log n) O(log n)

DiminuerValeur ×m O(1) O(log n) O(1) amorti
Test ∈ S ×2m O(1) O(1) O(1)

Total O(n2) O(m log n) O(m+ n log n)

• Complexité de DiminuerValeur dans un tas binaire : faire remonter par échanges
la valeur sur sa branche vers la racine jusqu’à ce qu’elle trouve sa bonne position,
soit une complexité en O(log2 n). Pour que DiminuerValeur s’exécute au mieux,
il faut aussi idéalement avoir une SD annexe qui permet d’accèder en O(1) à la
position de chaque élément dans la File de Priorité (prendre p.ex. un tableau de
pointeurs).

2.3.4 Variantes

Question : est-ce que les variantes suivantes sont plus compliquées ou bien se ramènent-
elles facilement à la version étudiée jusqu’à présent ?

1. Trouver un arbre couvrant de poids minimum, avec poids dans R au lieu de R+

(poids négatifs autorisés).

Il y a deux manières d’argumenter pour dire que prendre les poids dans R ne change
rien :
• Par réduction : Tous les arbres couvrants ont le même nb d’arêtes, à savoir
n− 1, donc ajouter une constante identique W à toutes les arêtes ne change pas les
arbres couvrants optimaux (et la valeur optimale est juste décalée de +(n− 1)W ).
Il suffit donc d’ajouter W pour que tous les poids deviennent positifs : avec W =
max{|w(e)| | w(e) < 0}, c’est une réduction polynomiale.
• Par les algorithmes classiques : en regardant bien l’analyse de correction des
algos vus en cours, on voit qu’on n’utilise pas l’hypothèse que les poids sont positifs,
les algos fonctionnent donc correctement pour des poids dans R.

2. Trouver un arbre couvrant de poids maximum, avec poids dans R.

Remplacer tous les poids w(e) par leur opposé −w(e), et chercher un arbre couvrant
de poids min

max
arbre T

∑
e∈T

w(e) = − min
arbre T

∑
e∈T

(−w(e))

Noter que les poids sont dans R → cf la variante précédente.

3. Trouver un arbre couvrant de poids minimum, où le poids de l’arbre est maxe∈T w(e)
au lieu de

∑
e∈T w(e).
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Exo pour plus tard : ”Tout arbre couvrant min
∑

est un arbre couvrant min max”
(à démontrer en TD), donc la recherche d’arbre couvrant min

∑
classique suffit à

résoudre cette variante. En fait on peut faire mieux : il existe un algo linéaire.

2.4 Plus courts chemins

2.4.1 Définitions

Définition: graphe orienté et fonction de poids w : E → R.
Poids d’un chemin p =< v0, v1, . . . , vk >: w(p) est la somme des poids des arêtes sur le
chemin:

w(p) =
k∑

i=1

w(vi−1, vi) .

Alors le poids d’un plus court chemin de u vers v est

δ(u, v) =

{
min{w(p) : u

p
; v} s’il existe un chemin u ; v,

+∞ sinon.

Un plus court chemin (PCC) de u vers v est un chemin tel que w(p) = δ(u, v) (pas
d’unicité).

Exemple. Plus courts chemins en partant de s, les valeurs de δ sont indiquées dans les
sommets.

Variantes.

1. Origine unique: sommet origine s, on veut trouver un plus court chemin vers
tout autre sommet v ∈ V (Section 2.4.2);

2. Destination unique: problème identique au précédent (inverser tous les arcs);

3. Un couple de sommets: même complexité que pour le problème à origine unique
(pourquoi?);

4. Tous couples de sommets: problème intéressant, peut être résolu en exécutant
algo à origine unique depuis tous les sommets, ou résolution directe (voir Sec-
tion 2.4.3).

Arcs de poids négatif. Ils ne sont pas gênant tant qu’il n’y a pas de circuit de poids
négatif atteignable depuis la source s. Exemple à compléter:
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Avec un circuit de poids négatif:

Certains algorithmes peuvent détecter des circuits de poids négatif, d’autres ne peu-
vent pas, mais quand il y en a, les PCC ne sont pas bien définis.

Circuits. Un PCC ne peut pas contenir de circuits:

• circuits de poids négatifs déjà éliminés;

• circuit de poids positif dans un PCC: en supprimant le circuit on obtient un chemin
plus court, c’est absurde;

• circuit de poids nul: pas de modification du coût si on le supprime, donc on suppose
que les solutions ne les utilisent pas.

Ainsi, tous les PCC sont de longueur au plus n− 1.

Sous-structure optimale. Un plus court chemin entre 2 sommets contient d’autres
plus courts chemins, ce qui permet d’utiliser des algos gloutons (Dijkstra, origine unique)
ou de la programmation dynamique (Floyd-Warshall, tout couple de sommet). Formelle-
ment, si < v1, v2, . . . , vk > est un PCC de v1 vers vk, alors pour tout 1 ≤ i ≤ j ≤ k,
pij =< vi, vi+1, . . . , vj > est un PCC de vi à vj. En effet, s’il existait un chemin plus court
de vi vers vj, alors on l’emprunterait pour aller de v1 vers vk en passant par vi et vj.

2.4.2 A origine unique

Tous les algorithmes ont plein de choses en commun.

En sortie. Pour chaque sommet v ∈ V , on maintient les attributs suivants:

• d[v] est une estimation de PCC: initialement, d[v] = +∞, puis la valeur peut
décrôıtre lorsque l’algorithme progresse, mais on a toujours d[v] ≥ δ(s, v). A la fin
de l’algorithme, d[v] = δ(s, v).

• pere[v] est le prédécesseur de v sur le PCC parcouru jusqu’à présent. S’il n’y a pas
de prédécesseur, pere[v] = NIL, et à la fin on a une arborescence des PCC sur G.

Initialisation. Procédure Init-SS (single source):
Init-SS(G, s):
Pour tout v ∈ V , d[v] := +∞ et pere[v] := NIL;
d[s] := 0;
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Relaxation. Tous les algos utilisent la procédure de relaxation qui se pose la question:
peut-on améliorer l’estimation de PCC courante pour v en passant par u et en prenant
l’arc (u, v)?
Relax(u, v, w):
Si d[v] > d[u] + w(u, v) alors d[v] := d[u] + w(u, v) et pere[v] := u.

Propriétés des PCC. On suppose implicitement que le graphe est initialisé par Init-
SS, puis que l’unique façon de modifier les estimations est d’utiliser Relax.

• Inégalité triangulaire: pour tout (u, v) ∈ E, δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w(u, v). Preuve:
considérer le cas où v est accessible depuis s et le cas où il n’est pas accessible.

• Propriété du majorant: on a toujours d[v] ≥ δ(s, v), et une fois que d[v] a atteint
la valeur δ(s, v), elle ne change plus. Preuve par récurrence sur le nombre d’appels
à Relax; le résultat d[v] ≥ δ(s, v) est toujours vrai. Une fois la borne inférieure
atteinte, la valeur n’est jamais augmentée et elle ne peut plus diminuer.

• Propriété aucun-chemin: s’il n’y a pas de chemin de s à v, alors on a toujours
d[v] = δ(s, v) = +∞. Preuve: corollaire de la propriété du majorant.

• Propriété de convergence: Si s ; u→ v est un PCC dans G et si d[u] = δ(s, u)
avant la relaxation de (u, v), alors d[v] = δ(s, v) en permanence après la relaxation.
Preuve: utiliser la propriété du majorant: après le Relax, on a d[v] ≤ δ(s, u) +
w(u, v) = δ(s, v).

• Propriété de relaxation de chemin: si p =< v0, v1, . . . , vk > est un PCC de
s = v0 à vk, et si les arcs de p sont relaxés dans l’ordre (v0, v1), (v1, v2), . . . ,
(vk−1, vk), alors d[vk] = δ(s, vk). Cette propriété reste vraie indépendamment de
tous les autres appels à Relax, même s’ils s’entremêlent avec des Relax d’arcs de p.
Preuve par récurrence: après un relax, on a d[vi] = δ(s, vi), et cette égalité est
conservée ensuite quelques soient les autres opérations Relax effectuées.

• Propriété de sous-graphe prédécesseur: une fois que d[v] = δ(s, v) pour tout v,
le sous-graphe défini par pere est une arborescence de plus courts chemins de
racine s. Preuve formelle un peu laborieuse, se référer au Cormen pour les détails.
Intuitivement, le sous-graphe n’a pas de circuits (sinon ils seraient de poids négatif),
et il est facile de voir ensuite qu’il existe exactement un chemin de s à v pour tout v.
Et ce sont des PCC (preuve à faire).

Bellman-Ford. Algorithme brute-force qui effectue suffisamment de Relax pour être
sûr d’avoir trouvé tous les PCC. Peut être également considéré comme un algorithme de
programmation dynamique.
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Caractéristiques de Bellman-Ford: autorise les arcs de poids négatifs, calcule d[v] et
pere[v] pour tout v ∈ V , et renvoie True (et une solution) s’il n’y a pas de circuit de
poids négatif atteignable depuis s, et False sinon.

Bellman-Ford(G,w, s):
1. Init-SS(G, s);
2. Pour i = 1 à n− 1

Pour chaque arc (u, v) ∈ E, Relax(u, v, w);
3. Pour chaque arc (u, v) ∈ E, si d[v] > d[u] + w(u, v) alors return False;
4. return True;

La boucle en ligne 2 effectue les Relax et calcule les PCC. On effectue n− 1 passages
sur tous les arcs du graphe. La boucle en ligne 3 teste la présence d’un circuit de
longueur strictement négative.

Exemple: les 4 itérations de la boucle en ligne 2.

Temps d’exécution: initialisation en O(n), puis chacun des n−1 passages de la boucle
en ligne 2 prennent O(m), et la dernière boucle prend O(m), d’où un temps en O(nm).

Validité de l’algorithme: les valeurs d et pere vont converger après n − 1 passes, s’il
n’y a pas de circuit de poids négatif. On utilise simplement la propriété de relaxation de
chemin: étant donné que tous les arcs sont relaxés autant de fois que la longueur max
possible d’un PCC (n−1), il doit y avoir convergence. Pour un PCC < v0, v1, . . . , vk >, la
première passe relaxe (v0, v1), puis la deuxième passe relaxe (v1, v2), ainsi de suite jusqu’à
la k-ième passe qui relaxe (vk−1, vk). La propriété aucun-chemin garantit que l’algorithme
renvoie une distance +∞ pour les sommets non accessibles depuis s.

Algo de programmation dynamique: après la première passe, tous les PCC de longueur 1
sont corrects, et ils sont utilisés pour construire les PCC plus longs, et ainsi de suite
jusqu’à ce que tous les PCC de longueur n− 1 soient correct.

Validité: il faut encore montrer que le résultat True/False est correct. L’idée est que si
d[v] continue à décrôıtre alors qu’il aurait dû converger, alors il doit y avoir un circuit de
poids négatif. Preuve: s’il n’y a pas de circuit de poids négatif, alors on a la convergence
comme expliqué précédemment et la dernière boucle renvoie True. Sinon, si on avait un
circuit de poids négatif < v0, v1, . . . , vk > avec v0 = vk, et si l’algorithme avait renvoyé
True, d[vi] ≤ d[vi−1] + w(vi−1, vi) pour 1 ≤ i ≤ k. En sommant ces inégalités, on obtient

k∑
i=1

d[vi] ≤
k∑

i=1

d[vi−1] +
k∑

i=1

w(vi−1, vi),
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et comme v0 = vk, les deux premières sommes sont égales, et finalement le circuit doit
être de poids positif, ce qui conclut la preuve.

Cas des DAGs. Rappel: la vie est toujours plus simple avec les DAGs! Pas de circuit,
et donc pas de risque d’avoir un circuit de poids négatif, même s’il y a des arcs de poids
négatif. On peut donc utiliser une version simplifiée de Bellman-Ford:

PCC-DAG(G,w, s):
1. Faire un tri topologique des sommets de G;
2. Init-SS(G, s);
3. Pour chaque sommet u ∈ V pris dans l’ordre topologique,
4. Pour chaque sommet v ∈ Adj[u], Relax(u, v, w);

Complexité: tri topologique en Θ(n+m) (parcours DFS), et c’est le terme qui domine
(ligne 2 en O(n), et lignes 3-4 en O(m) avec une analyse par agrégat).

Exemple d’application, avec un sommet non atteignable:

S’il existe un chemin allant de u vers v, alors u précède v dans l’ordre topologique, et
on n’a besoin que d’un seul passage.

Correction: de par l’utilisation du tri topologique, les arcs de chaque chemin sont
forcément relaxés dans leur ordre d’apparition dans le chemin, et donc les arcs de chaque
PCC sont relaxés dans l’ordre. On utilise une fois de plus la propriété de relaxation des
chemins (et la propriété aucun-chemin) pour conclure.

Exemple d’application: les arcs représentent des tâches, avec leur coût, et la tâche
(u, v) doit être effectuée avant (v, w). On cherche un plus long chemin, ou chemin critique,
qui correspond au temps maximal requis pour effectuer une séquence ordonnée de tâches.
Pour trouver un plus long chemin, prendre l’opposé des poids des arcs, ou bien modifier
+∞ par −∞ dans Init-SS, et > par < dans Relax.
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Dijkstra. Algorithme meilleur que Bellman-Ford lorsque tous les poids sont positifs ou
nuls. C’est une version pondérée de BFS, mais au lieu d’utiliser une file FIFO, on utilise
une file de priorité. Similarités également avec l’algorithme de Prim: algorithme glouton
qui utilise les mêmes itérations.

Structures utilisées: S est un ensemble de sommets pour lesquels on connâıt déjà un
PCC; Q est une file de priorité contenant les sommets de V \ S. Les clés des sommets
dans Q sont les estimations de PCC d[v].

Dijkstra(G,w, s):
1. Init-SS(G, s);
2. S := ∅;
3. Q := V ;
4. Tant que Q 6= ∅
5. u := ExtractMin(Q);
6. S := S ∪ {u};
7. Pour chaque v ∈ Adj[u], Relax(u, v, w);

En ligne 5, on choisit le sommet u le plus proche de s que l’on rajoute dans S. La
différence avec Prim, c’est que l’on choisit à chaque étape le sommet ”le plus proche
de s”, alors que Prim choisissait ”l’arc de coût minimum”.

Exemple:

Correction: on considère l’invariant au démarrage de la boucle en ligne 4: d[v] = δ(s, v)
pour tout v ∈ S.
Preuve: Vrai initialement car S = ∅. Il suffit ensuite de montrer que d[u] = δ(s, u) quand
u est rajouté à S, puis le résultat reste vrai par la propriété du majorant.
Supposons qu’il existe u tel que d[u] 6= δ(s, u) quand u est rajouté à S. Sans perte de
généralité, u est le premier tel sommet. On a:

• u 6= s car s est le premier sommet rajouté à S, et d[s] = 0 = δ(s, s) à ce moment;

• il y a un chemin de s vers u, sinon d[u] = +∞ = δ(s, u);

• il y a donc un PCC p de s ∈ S vers u ∈ V \ S, et donc un arc (x, y) de ce chemin
qui traverse la coupe (p1 ou p2 peuvent ne pas avoir d’arc);
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• par hypothèse, d[x] = δ(s, x) quand x est rajouté, et alors par relaxation de (x, y),
on sait que d[y] = δ(s, y) lorsque u est rajouté à S. Par inégalité triangulaire et
majorant, d[y] = δ(s, y) ≤ δ(s, u) ≤ d[u];

• mais u a été choisi avant y dans Q, et donc d[u] ≤ d[y], d’où l’égalité d[y] = δ(s, y) =
δ(s, u) = d[u], qui contredit l’hypothèse d[u] 6= δ(s, u).

Analyse: comme pour l’algorithme de Prim, le temps d’exécution dépend de l’implémentation
de la file de priorité. Avec un tas binaire, ExtractMin et DecreaseKey (qu’on doit faire
dans Relax) se font en temps O(log n). La boucle en ligne 4 est appelée n fois (on extrait
un sommet à chaque fois et on ne remet jamais de sommets dans Q), ce qui correspond
à O(n log n) pour les ExtractMin. Le Relax est appelé O(m) fois (analyse par agrégat),
soit un coût total de O(m log n).

Au total, on a du O((n+m) log n), soit O(m log n) si tous les sommets sont accessibles
depuis s. Avec un tas de Fibonacci, DecreaseKey ne prend qu’un temps O(1) amorti, et
on obtient donc O(n log n+m).

2.4.3 Pour tout couple de sommets

Objectif: trouver un PCC et le poids associé pour chaque couple (u, v) ∈ V 2.
Exemple: On doit obtenir n2 poids (matrice de poids), et autant de chemins.

Exemples d’applications: calculs de distances entre villes, ou bien également dans
des réseaux sociaux: identifier les personnes qui apparaissent dans de nombreux PCC
(personnes charnières).

Utilisation des algorithmes à origine unique. Simplement itérer n fois les algo-
rithmes précédents, pour toute source possible!

Avec Bellman-Ford: complexité de n × O(nm) = O(n2m) = O(n4) sur des graphes
denses. C’est coûteux mais ça marche avec des arcs de poids négatif.

Avec Dijkstra, meilleure complexité: O(nm log n) avec l’utilisation d’un tas binaire,
mais pas d’arêtes de poids négatif. Ne peut-on pas se débarrasser des poids négatifs?

Comment supprimer les poids négatifs? Soustraire le poids min à tous les poids! On
a ainsi rajouté le même nombre à tous les poids. Va-t-on obtenir le même résultat?

Exemple: le PCC de s à z est s → x → y → z, mais Dijkstra défile d’abord z et
trouve s→ z! Avec le nouveau graphe... Dijkstra trouve encore s→ z!
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Avant: Après:
Les chemins contenant beaucoup d’arcs sont pénalisés car on rajoute un coût constant

à chaque arc. Idée de Johnson en 1977 qui a permis de sauver l’algorithme glouton (même
si avant cela, Floyd et Warshall ont eu l’approche programmation dynamique que l’on
discutera après).

L’algorithme de Johnson... ou comment se débarrasser des poids négatifs! Le but
est de trouver une fonction de poids modifiée, ŵ, qui ait les propriétés suivantes:

1. Pour tout u, v ∈ V , p est un PCC de u à v en utilisant w ssi p est un PCC de u à
v en utilisant ŵ;

2. Pour tout (u, v) ∈ E, ŵ(u, v) ≥ 0.

On peut donc, grâce à la propriété 1, chercher les PCC pour ŵ, et grâce à la propriété 2,
on peut utiliser Dijkstra.

Lemme de repondération: soit h : V → R une fonction quelconque. Pour chaque arc
(u, v) ∈ E, on définit ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v). Soit p =< v0, v1, . . . , vk > un
chemin de v0 à vk. Alors p est un PCC avec w ssi p est un PCC avec ŵ. De plus, G a un
circuit de poids négatif avec w ssi G a un circuit de poids négatif avec ŵ.

Preuve: par télescopage des sommes,

ŵ(p) =
k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi) = w(p) + h(v0)− h(vk).

Ce résultat est vrai pour tout chemin de v0 à vk, et donc si le chemin est plus court
pour w, il l’est aussi pour ŵ (et vice-versa).
Pour les circuits, on a v0 = vk donc les circuits ont les mêmes poids avec w et ŵ.

N’importe quelle fonction h nous donne ainsi la propriété 1. Comment choisir h pour
obtenir la propriété 2? On veut avoir, pour tout (u, v) ∈ E, w(u, v) + h(u)− h(v) ≥ 0.
Idée: utiliser des PCC à origine unique dans un graphe augmenté, puis l’inégalité trian-
gulaire assurera le résultat. On définit G′ = (V ′, E ′), avec V ′ = V ∪{s} (s est un nouveau
sommet), E ′ = E ∪ {(s, v) : v ∈ V } et w(s, v) = 0 pour tout v ∈ V (on rajoute un arc de
poids nul de s vers chaque sommet). Sur notre exemple:

Aucune arête ne va vers s, donc G′ a les mêmes circuits que G (incluant les circuits
de poids négatif). On définit alors h(v) = δ(s, v) pour tout v ∈ V .
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C’est ensuite facile de voir qu’on a la propriété 2: pour tout (u, v) ∈ E, par l’inégalité
triangulaire, δ(s, v) ≤ δ(s, u) +w(u, v), d’où h(v) ≤ h(u) +w(u, v) et ŵ(u, v) = w(u, v) +
h(u)− h(v) ≥ 0.

On est maintenant prêt à écrire l’algorithme de Johnson:
Johnson(G,w):
1. Calculer G′ (comme expliqué précédemment);
2. Si (Bellman-Ford(G′, s) == False), le graphe contient un circuit de poids négatif;
3. Sinon,
4. pour chaque v ∈ V , h(v) = δ(s, v) (obtenu via Bellman-Ford);
5. pour chaque (u, v) ∈ E, ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u)− h(v);
6. soit D = (duv) une matrice n× n;
7. pour chaque u ∈ V ,
8. Dijkstra(G, ŵ, u) calcule δ̂(u, v) pour tout v ∈ V ;
9. pour chaque sommet v ∈ V , duv = δ̂(u, v) + h(v)− h(u);
10. return D;

Tout d’abord, le graphe G′ est construit, puis on lance Bellman-Ford à partir de s
pour voir s’il y a des circuits de poids négatifs, et s’il n’y en a pas cela retourne les δ(s, v)
dont on a besoin pour calculer h(v) (ligne 4). La nouvelle fonction de poids est définie
ligne 5, puis on lance Dijkstra à partir de chaque sommet (lignes 7-8). On calcule les
distances finales ligne 9, et le résultat est stocké dans la matrice D.

Exemple: sur la droite on indique les valeurs de δ̂(x, v)/δ(x, v) (et on part de x = 2
pour Dijkstra pour l’exemple).

Analyse du temps d’exécution: Θ(n) pour calculer G′, O(nm) pour Bellman-Ford,
Θ(m) pour calculer ŵ, Θ(n2) pour calculer D, et enfin le terme dominant est les n appels
à Dijkstra, en O(nm log n) avec un tas binaire (identique à Dijkstra itéré, mais autorise
les poids négatifs!). Ici encore, on peut améliorer la performance avec les tas de Fibonacci.

Programmation dynamique et multiplication de matrices. Grâce à la sous-
structure optimale, on peut utiliser de la programmation dynamique: on peut étendre
des solutions optimales en solutions plus longues. La première approche consiste à étendre
les chemins de longueur maximum ` − 1 en chemins de longueur `, en passant par un
sommet intermédiaire k. Très proche d’un algorithme de multiplication de matrices.

Chemin p de i vers j: i ; k → j, où p′ est i ; k, de longueur `− 1 (et on essaie tous
les sommets intermédiaire k).

On calcule les matrices D(`) des PCC de longueur `, pour 0 ≤ ` ≤ n − 1. D(0) a
uniquement des 0 sur la diagonale, et on a

d
(`)
ij = min

(
d
(`−1)
ij , min

1≤k≤n
{d(`−1)ik + wkj}

)
= min

1≤k≤n
{d(`−1)ik + wkj}
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(car wjj = 0).
En remplaçant le min par un + et le + par un ×, on obtient l’algorithme de multipli-

cation de matrices, et on en fait n−1: D(1) = D(0) ·W = W , puis D(`) = D(`−1) ·W = W `.
On fait donc le calcul en n×O(n3).

On veut en fait calculer une matrice D(`) avec ` ≥ n − 1, et vu que les calculs sont
associatifs, on peut le faire en log(n− 1) produits pour accélérer les calculs, en mettant
au carré à chaque fois. On obtient ainsi du O(n3 log n).

Floyd-Warshall. Deuxième approche de programmation dynamique, où l’on n’étend
pas simplement les chemins de longueur `− 1, ce qui permet d’obtenir une complexité en
O(n3).

G représenté par la matrice des poids W (wij vaut 0 si i = j, +∞ si (i, j) /∈ E, et
w(i, j) sinon). L’idée est alors de formuler le problème ainsi:

• Trouver les PCC de tout i à tout j ne passant par aucun autre sommet (arêtes
directes);

• Trouver les PCC de tout i à tout j soit direct, soit passant par le sommet 1;

• Trouver les PCC de tout i à tout j soit direct, soit passant par les sommets 1 et 2;

• · · ·

• A la fin, solutions passant par tous les sommets.

A chaque étape, on peut réutiliser ce qu’on vient de calculer, en regardant si on
améliore le chemin en passant par le sommet k par rapport à la solution qui essaie de
passer par 1, 2, . . . , k − 1.

Idée: un PCC de i à j n’utilisant que les sommets {1, . . . , k} est soit

• le PCC qui n’utilise que les sommets {1, . . . , k − 1}; ou bien

• un chemin p composé d’un PCC de i à k n’utilisant que {1, . . . , k − 1}, suivi d’un
PCC de k à j n’utilisant que {1, . . . , k − 1}.

L’algorithme est donc le suivant:
FloydWarshall(W):
1. D(0) = W ;
2. for k = 1 to n
3. for i = 1 to n
4. for j = 1 to n
5. d

(k)
ij = min(d

(k−1)
ij , d

(k−1)
ik + d

(k−1)
kj );

6. return D(n);
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Pour la construction des PCC, on utilise une matrice de prédécesseurs (plus simple à
gérer que retrouver à partir des poids).

Exemple: D(0) est la matrice W . Si l’on essaie de passer par 1 (calcul de D(1)), seuls
de nouveaux chemins en partant de 4 sont trouvés (ligne 4), ce qui rajoute des 1 dans la
matrice Π(1). Et ainsi de suite.

Le code est compact, sans structure de données élaborée, et il donne une complexité
en Θ(n3), avec une petite constante cachée. Algorithme très intéressant, y compris pour
les graphes de taille modérée.
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2.5 Couplages

Soit G = (V,E) graphe non orienté, M ⊆ E est un couplage si les arêtes de M n’ont pas
d’extrémités en commun.
• Sommet M-saturé: incident à une arête de M ;
• Sommet M-insaturé: incident à aucune arête de M ;
• Couplage maximal: maximal pour ⊆;
• Couplage maximum: maximal pour card;
• Couplage parfait: couplage qui sature tous les sommets;
• Notation : α′(G) = card max d’un couplage de G.

Tout couplage maximum est clairement maximal, mais est-ce que tout couplage max-
imal est maximum? → Non, prendre une arête sur deux, en ne commençant pas par la
première, sur un chemin avec un nb impair d’arêtes

Est-ce que tout graphe admet un couplage parfait? et tout graphe avec un nombre
pair de sommets? → Non, prendre par exemple les étoiles K1,n.

2.5.1 Théorème de Berge

Définitions : soit M couplage d’un graphe G = (V,E),
• Chemin M-alternant : alterne entre arête de M et arête de E \M ;
• Chemin M-améliorant : M -alternant avec extrémités M -insaturées.

Théorème 8 (Berge 1957). Soit G = (V,E) graphe non orienté, un couplage est maxi-
mum ssi il n’admet pas de chemin améliorant.

Exemple:

 Chemin améliorant (couplage en rouge)  Chemin améliorant (couplage en rouge)

Amélioration !

Remarque: chemin alternant =⇒ simple.

Preuve:
⇒ Contraposée (sens facile): soit M un couplage admettant un chemin M -améliorant P .

Echanger les arêtes de M avec celles de E \M sur P donne un nouveau couplage (car ne
crée aucun conflit sur les sommets intermédiaires et aux extremités) de card |M |+ 1.
⇐ Contraposée: soit M un couplage qui n’est pas de card maximum, montrons qu’il ex-

iste un chemin M -améliorant. Considérer M ′ un couplage de card maximum et focaliser
son attention sur les arêtes de M et M ′. Plus précisément, regarder F = M∆M ′ =
(M ∪M ′) \ (M ∩M ′) (c’est la différence symétrique entre deux graphes avec le même
ensemble de sommets = graphe avec les arêtes qui apparaissent exactement dans l’un
des graphes). Quelles formes voit-on apparâıtre ? → chaque sommet a au plus 1 arête
incidente dans M et au plus 1 arête incidente dans M ′, le degré de chaque sommet est
au plus 2.
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G

M’

M

Bestiaire des composantes connexes possibles dans le sous-graphe (V,M∆M ′):
• cycles alternant arête de M et M ′ (⇒ cycle pair),
• chemins (non fermé) alternant arête de M et M ′,
• sommets isolés.

Comme |M ′| > |M | par hypothèse, il existe au moins une composante connexe C
de M∆M ′, où nb arêtes de M ′ > nb arêtes de M . D’après le bestiaire, c’est forcément
un chemin (non fermé) alternant entre M ′ et M , commençant et terminant par une
arête de M ′. Regardons ce chemin dans le graphe initial: c’est un chemin M -améliorant
(extrémités M -insaturées car choix du chemin ⇒ pas d’arête incidente dans M \M ′, et
M ′ couplage ⇒ pas d’arête incidente dans M ′ ∩M) !

2.5.2 Théorème de Hall

Théorème 9 (Hall 1935). Soit G = (V,E) graphe biparti entre X et Y , alors il existe
un couplage saturant X ssi ∀S ⊆ X, |N(S)| ≥ |S|.

Théorème inefficace algorithmiquement (critère exponentiel) mais bon certificat de
non-existence de couplage saturant X.

Preuve.
⇒ Sens facile: soit M couplage saturant X, N(S) ⊇ {y ∈ Y |x ∈ S, (x, y) ∈ M} de

card |S| car en bijection avec S via M .

⇐ Contraposée: supposons qu’il n’existe pas de couplage saturant X.
Considérer M un couplage maximum, et u ∈ X insaturé puisque M ne sature pas X. On
va essayer de construire S ⊆ X tel que |N(S)| < |S| à partir de M et u.

Posons S = {x ∈ X | x atteignable depuis u par un chemin M -alternant}
T = {y ∈ Y | y atteignable depuis u par un chemin M -alternant}

S

T

u

Y

X

construction d’un |S| > |N(S)| via un couplage maximum ne saturant pas X

. Montrons que M est un couplage entre T et S \ {u}. Les chemins M -alternants
depuis u arrivent en Y via des arêtes 6∈M et retournent en X via des arêtes ∈M . Ainsi,
tous les sommets de S \ {u} sont atteints par une arête de M venant de T . De plus,
pas de chemins augmentants (couplage maximum), donc chaque sommet de T est saturé
(le chemin ne se termine pas par une arête 6∈ M): si y ∈ T est atteint, il y a une arête
(y, x) ∈M avec x ∈ S. Il y a donc bijection et |T | = |S \ {u}|.

. De par le couplage entre T et S \ {u}, on a T ⊆ N(S). En fait, montrons que
T = N(S). Si y ∈ Y \T a un voisin x ∈ S, alors l’arête (x, y) ne peut pas être dans M : u
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n’est pas saturé et les autres sommets de S sont déjà couplés aux sommets de T . Ainsi,
en rajoutant (x, y) à un chemin qui atteint x, on atteint y via un chemin alternant, ce
qui contredit le fait que y 6∈ T : les voisins de tout x ∈ S sont forcément dans T .

u x

P chemin alternant de u à x

couplage M

voisins de x hors Pvoisins de x dans P

le voisin de x selon M

Avec T = N(S), on a montré que |N(S)| = |T | = |S| − 1 < |S| pour ce choix de S,
ce qui conclut la preuve.

Si les deux parties ont le même cardinal (|X| = |Y |), le théorème de Hall est équivalent
au théorème du mariage, prouvé en 1917 par Frobenius: s’il y a n hommes et n femmes,
et si chaque homme (resp. femme) est compatible avec k femmes (resp. hommes), alors
il existe un couplage parfait.

Corollaire: pour k > 0, tout graphe biparti régulier de degré k admet un couplage
parfait.

Preuve: en comptant les arêtes incidentes aux sommets de X et celles incidentes aux
sommets de Y , on obtient k|X| = k|Y |, soit |X| = |Y |. Il suffit donc de vérifier la
condition de Hall car un couplage saturant X saturera également Y .

Soit S ⊆ X, et soit m le nombre d’arêtes de S vers N(S). On a m = k|S|. Toutes ces
arêtes arrivent dans N(S), donc m ≤ k|N(S)|, et donc N(S) ≥ S pour k > 0, et cela est
vrai pour tout S (d’où la condition de Hall vérifiée).

2.5.3 Théorème de König/Egerváry

Si G n’admet pas de couplage parfait, le théorème de Berge nous permet de montrer
qu’un couplage M est maximum s’il n’y a pas de chemin M -améliorant. Mais explorer
tous les chemins M -alternant peut prendre du temps. Structure explicite dans G qui
empêche un couplage plus grand que M?

Idée: établir une relation min-max: théorème de la forme max valeur(machin) =
min valeur(truc). Ainsi, si on calcule machin et truc et si on obtient la même valeur, on
a prouvé l’optimalité des deux.

Pour les couplages, on considère le problème de couverture des arêtes par des sommets
(choisir le nombre minimum de sommets pour couvrir toutes les arêtes):

un couplage max

une couverture min des arêtes par des sommets

Théorème 10 (König/Egerváry 1931). Dans un graphe biparti, max |couplage| = min
|couverture| (i.e., α′(G) = β(G)).

Ne tient pas pour un graphe quelconque, comme par exemple sur un cycle impair:
avec 5 sommets, le couplage max est de taille 2, mais il faut au moins 3 sommets pour
couvrir les 5 arêtes.
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Preuve de König/Egerváry:
≤ Sens facile: étant donné un couplage de taille M , il faut utiliser un sommet distinct

pour couvrir chaque arête du couplage, donc toute couverture vérifie |C| ≥ |M |.
≥ Pour montrer l’égalité, on part d’une couverture de taille min C, et on construit un

couplage de taille |C|. Soit S = C ∩X et T = C ∩ Y .

N  (A)
H

T = Y \ T

S = X \ S

A

CH H’

X

Y

T

S

Où y a-t-il des arêtes sur le schéma ? → pas entre S et T (car sinon pas couvert
par C).
Notons H le sous-graphe induit par S ∪ T et H ′ le sous-graphe induit par S ∪ T .
Comme |C| = |S|+ |T |, pour montrer le résultat, il suffit de trouver un couplage dans H
de card |S| et un autre dans H ′ de card |T |. Regardons sur H (le même raisonnement
s’appliquera à H ′).
Utilisation de Hall : ∀A ⊆ S, |NH(A)| ≥ |A| ? où NH(A) voisinage de A dans H. [Par
l’absurde] Supposons ∃A ⊆ S, |NH(A)| < |A|. Considérer C ′ = T ∪ (S \ A) ∪ NH(A)
(remplacer A par NH(A)). Cela reste une couverture (regarder où sont les arêtes du
biparti), mais de cardinal < |C| (contradiction avec C minimum). Critère de Hall vérifié
⇒ ∃ couplage saturant S dans H. Idem pour H ′ avec T .

2.5.4 Couplage dans des graphes bipartis

L’algorithme par augmentation de chemin est utilisé pour trouver un couplage maxi-
mum dans un graphe biparti. Il fournit au passage une preuve algorithmique du théorème
de König/Egerváry.

Etant donné un couplage M dans un graphe biparti X, Y , on cherche un chemin
M -améliorant pour chaque sommet de X qui est M -insaturé. Les chemins améliorant
sont de longueur impaire, donc l’une des extrémités est dans X (pas la peine de chercher
depuis Y ).

En partant d’un couplage de taille 0, α′(G) applications de l’algorithme produisent
un couplage maximum.

Augmenting Path Algorithm. Entrée: graphe biparti, couplage M , ensemble U de
sommets non saturés dans X.
S ⊆ X et T ⊆ Y sont les sommets atteints lors de la recherche de chemins M -améliorants.
On marque les sommets de S déjà explorés, et on mémorise le prédécesseur.
Initialisation: S = U et T = ∅.
Itération: Si tous les sommets de S sont marqués, T∪(X\S) est une couverture minimum
et M est un couplage maximum.
Sinon, on choisit x ∈ S qui n’est pas marqué. Pour explorer depuis x, on considère chaque
y ∈ N(x) tel que xy /∈M . Si y est M -insaturé, on a trouvé un chemin M -améliorant de
U vers y et on retourne le chemin. Sinon, y est couplé à un w ∈ X (i.e., yw ∈M). Dans
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ce cas, on rajoute y à T (atteint depuis x) et on rajoute w à S (atteint depuis y). Après
avoir exploré toutes les arêtes partant de x, on marque x et on itère.

A noter, en explorant depuis x, on peut retomber sur un y ∈ T déjà atteint, ce qui va
changer le chemin M -améliorant trouvé, mais ne changera pas l’existence d’un chemin
M -améliorant.

Théorème 11. En répétant l’algorithme d’amélioration de chemins sur un graphe biparti,
on obtient un couplage et une couverture par sommets de même taille.

Preuve: Montrons que l’algorithme renvoie soit un chemin M -améliorant, soit une
couverture par sommets de taille |M |. Dans le premier cas, on a terminé (on itère
l’algorithme). Sinon, tous les sommets de S sont marqués et l’algorithme affirme que
Q = T ∪ (X \ S) est une couverture de taille |M |. Montrons que Q est une couverture,
et qu’elle est de taille |M |.

Pour montrer que c’est une couverture, on montre qu’il n’y a pas d’arêtes entre S et
Y \ T .
• Un chemin M -améliorant partant de U ne revient dans X que par des arêtes de M ,
donc tout sommet x ∈ S \ U est couplé à un sommet de T , et il n’y a pas d’arête de M
de S vers Y \ T (sommets de U M -insaturés).
• Lorsqu’un chemin atteint x ∈ S, il peut se prolonger par n’importe quelle arête /∈ M ,
et l’exploration de x rajoute tous les voisins de x dans T . Ainsi, toutes les arêtes vont de
S vers T et sont couvertes par T .
• Les autres arêtes sont couvertes par X \ S.

Montrons maintenant que la couverture est de taille |M |.
• Seuls des sommets M -saturés sont mis dans T , et couplés à des sommets de S.
• U ⊆ S, donc tous les sommets de X \ S sont également M -saturés, et les arêtes qui
en partent ne peuvent pas aller vers T . On a donc au moins |T |+ |X \ S| arêtes dans le
couplage. Vu qu’il n’y a pas de couplage plus grand que cette couverture par sommets
(sinon ce n’est pas une couverture), on a l’égalité:

|M | = |T |+ |X \ S| = |Q|.

Complexité de cet algorithme. On a α′(G) ≤ n/2, donc on va trouver un couplage
maximum au bout d’au plus n/2 appels à l’algorithme. Un appel effectue une exploration
d’un sommet de X au plus une fois (avant de marquer le sommet), et donc chaque arête est
explorée au plus une fois. Le temps d’exploration d’une arête étant constant, l’algorithme
est en O(nm).

2.5.5 Couplage dans des graphes bipartis pondérés

Généralisation des résultats précédents sur des graphes pondérés: on cherche un couplage
de poids maximum. On peut considérer un graphe complet avec des poids 0 sur les arêtes
manquantes. Tous les poids sont positifs ou nuls.
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On suppose |X| = |Y | = n, et on cherche donc un couplage parfait de poids maximum.
On va aussi résoudre un problème dual de couverture.

Exemple. n fermes X = {x1, . . . , xn} et n usines Y = {y1, . . . , yn} pour transformer le
mäıs. Chaque ferme peut envoyer sa production à une seule usine. Si la ferme xi envoie
sa production à l’usine yj, elle obtient un bénéfice de wi,j (le poids sur l’arête xiyj). Pour
obtenir un profit maximum, il faut choisir un couplage parfait de poids maximum.
Le problème dual est le suivant. Le gouvernement trouve que trop de mäıs est produit,
et paye la compagnie pour ne plus produire. Il payera ui si la ferme xi n’est plus utilisée,
et vj si l’usine yj n’est plus utilisée. Si ui + vj < wi,j, la compagnie préfère continuer à
produire. Pour arrêter la production, le gouvernement doit donc proposer des gains tels
que ui + vj ≥ wi,j pour tout i, j, et le coût sera minimisé si l’on minimise

∑
ui +

∑
vj.

Definitions. On peut représenter les poids sous forme d’une matrice n × n, et le
problème d’allocation (assignment problem), équivalent au problème de couplage de poids
maximum, consiste à trouver une transversale à la matrice de poids maximum: n po-
sitions, une dans chaque ligne et une dans chaque colonne. Le poids d’un couplage, que
l’on cherche à maximiser, est noté w(M).
Une couverture (pondérée) est un choix d’étiquettes u1, . . . , un et v1, . . . , vn telles que
ui + vj ≥ wi,j pour tout i, j. Le coût d’une couverture est c(u, v) =

∑
ui +

∑
vj. Le

problème consiste à trouver une couverture de coût minimum.
On a la dualité entre les deux problèmes: pour un couplage parfait M et une couver-

ture c(u, v), on a c(u, v) ≥ w(M). De plus, c(u, v) = w(M) ssi M ne contient que des
arêtes telles que ui + vj = wi,j. Dans ce cas, M et (u, v) sont optimaux.

Preuve: M sature tous les sommets, et en sommant les contraintes on obtient c(u, v) ≥
w(M) pour toute couverture. De plus, s’il y a égalité, il doit y avoir égalité sur chaque
contrainte. Finalement, comme c(u, v) ≥ w(M) pour toute couverture et tout couplage,
l’égalité implique qu’il n’y a pas de couplage de poids plus grand que c(u, v), et qu’il n’y
a pas de couverture de coût plus petit que w(M).

Sous-graphe des égalités et surcoût. On définit le sous-graphe Gu,v pour une cou-
verture (u, v) par le sous-graphe de G qui ne contient que les arêtes telles que ui+vj = wi,j.
Dans une couverture, le surcoût pour (i, j) est ui + vj − wi,j.

Hungarian algorithm. Kuhn[1955], Munkres[1957]. Si Gu,v a un couplage parfait,
alors il est optimal d’après le résultat de dualité et on a fini. Sinon, on cherche un
couplage maximum M et une couverture Q de même taille, par exemple avec l’algorithme
par augmentation de chemins vu précédemment.

Soit R = Q ∩X, et T = Q ∩ Y . Le couplage possède |R| arêtes de R vers Y \ T , et
|T | arêtes de T vers X \R.
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Pour obtenir un couplage plus grand dans le sous-graphe des égalités, on veut modifier
(u, v) pour rajouter une arête de X \ R vers Y \ T tout en maintenant l’égalité sur les
arêtes de M .
• Toutes les arêtes entre X\R et Y \T ne sont pas dans Gu,v (sinon elles seraient couvertes
par Q), et donc elles ont un surcoût strictement positif. Soit ε le surcoût minimum parmi
toutes ces arêtes: ε = min{ui + vj − wi,j | xi ∈ X \R et yj ∈ Y \ T}.
• On diminue ui de ε pour tout xi ∈ X \R, ce qui maintient la condition pour toutes ces
arêtes, tout en introduisant une de ces arêtes dans le nouveau sous-graphe des égalités.
• Afin de maintenir la propriété de couverture sur les arêtes de X\R vers T , on incrémente
également vj par ε pour yj ∈ T .

La procédure est répétée, jusqu’à obtention d’un couplage parfait. C’est l’algorithme
hongrois, nommé ainsi par Kuhn en honneur des travaux de König/Egerváry sur lesquels
il se base.

Initialement, on fixe ui = max1≤j≤nwi,j et vj = 0.

Exemple. On fait tourner l’algorithme avec une représentation par matrices. Première
matrice: les poids, puis matrices des surcoûts. Les entrées soulignées dénotent le couplage
choisi. Les 0 correspondent à des arêtes dans le sous-graphe des égalités. Première
itération: on a réduit le coût de la couverture, mais on n’a pas changé le couplage. Après
la deuxième itération, on obtient un couplage parfait de poids 31, qui est égal au poids
de la couverture. On aurait convergé immédiatement si on avait pris comme couverture
les 3 dernières colonnes à la première itération.

Théorème 12. L’algorithme hongrois trouve un couplage de poids maximum et une cou-
verture de coût minimum.

Preuve: Au démarrage, l’algorithme utilise une couverture, et il ne peut se terminer
que lorsqu’il obtient un couplage parfait dans Gu,v, ce qui garantit l’égalité entre le
couplage et la couverture. Soit (u, v) la couverture courante, et supposons qu’il n’a pas
de couplage parfait. Soit (u′, v′) la nouvelle couverture. On a ε > 0 car c’est le minimum
d’un ensemble fini non vide de nombres strictement positifs.

Vérifions que (u′, v′) est une couverture. Pour les arêtes de X \R à T ou de R à Y \T ,
on a u′i + v′j = ui + vj. Si xi ∈ R et yj ∈ T , u′i + v′j = ui + vj + ε et donc le poids est
toujours couvert. Finalement, si xi ∈ X \ R et yj ∈ Y \ T , alors u′i + v′j = ui + vj − ε,
mais le choix de ε est tel que ce soit au moins wi,j.
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La terminaison a lieu lorsqu’un couplage parfait est trouvé dans Gu,v, donc il suffit de
montrer qu’il termine. En supposant les poids entiers (s’ils sont rationnels, on peut tous
les multiplier pour obtenir des entiers), chaque surcoût est entier et à chaque itération
on réduit le surcoût d’une valeur entière, il y aura donc un nombre fini d’itérations.

2.5.6 Couplage dans des graphes généraux

Commençons par quelques définitions, étant donné un graphe G non orienté.
• Sous-graphe couvrant: sous-graphe qui inclut tous les sommets deG (pas nécessairement
connexe, pas nécessairement un arbre).
• k-facteur: sous-graphe couvrant régulier de degré k.
•Composante impaire: composante connexe avec un nombre impair de sommets; o(H)
est le nombre de composantes impaires de H (odd components).

Un couplage parfait est un 1-facteur, sauf que le couplage n’est représenté que par les
arêtes du graphe. Un graphe 3-régulier qui a un couplage parfait peut être décomposé en
un 1-facteur et un 2-facteur.

Theorème de Tutte des 1-facteurs. Tutte a trouvé une condition nécessaire et
suffisante pour laquelle un graphe admet un 1-facteur. Soit S ⊆ V (G). Alors, toute
composante impaire de G \ S doit avoir un sommet relié à un sommet à l’extérieur, qui
ne peut être que dans S. Tous ces sommets doivent être distincts, et donc o(G\S) ≤ |S|.

Condition de Tutte: pour tout S ⊆ V (G), o(G \ S) ≤ |S|.

Théorème 13 (Tutte 1947). Un graphe a un 1-facteur ssi o(G \ S) ≤ |S| pour tout
S ⊆ V (G).

Preuve de Lovász [1975] (plusieurs preuves sont connues), basée sur la différence
symétrique et les extrémités. Condition nécessaire: déjà énoncée ci-dessus (les com-
posantes impaires de G \ S doivent avoir un sommet couplé à des sommets distincts
de S).

Pour la condition suffisante, on remarque que la condition de Tutte est préservée si
l’on rajoute une arête à un graphe G: si G′ = G + e, joindre 2 composantes de même
parité crée une composante paire, et composante impaire + composante paire devient une
composante impaire, donc le nombre de composantes impaires ne peut pas augmenter.
Ainsi, si S ⊆ V (G), alors o(G′ \ S) ≤ o(G \ S) ≤ |S|. Aussi, si G′ = G + e n’a pas de
1-facteur, alors G n’en a pas non plus.

Ainsi, le théorème est vrai à moins qu’il existe un graphe G qui satisfait la condition
de Tutte, qui n’a pas de 1-facteur, et auquel l’ajout d’une arête produit un graphe avec
un 1-facteur. Soit G un tel graphe. On montre que G possède un 1-facteur, obtenant
ainsi une contradiction.

Soit U l’ensemble des sommets de degré |G| − 1: ils forment une clique.
Cas 1: G \ U est constitué de graphes complets disjoints. Alors on peut coupler les

sommets dans chaque composante comme on le veut, avec un sommet non couplé dans
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les composantes impaires. Chaque sommet de U est voisin avec tous les sommets de G,
et o(G \ U) ≤ |U |, donc on peut coupler les sommets restants avec ceux de U . Pour
compléter le 1-facteur, il reste à coupler les sommets restant de U , et donc montrer qu’il
reste un nombre pair de sommets. On a déjà couplé un nombre pair de sommets, donc il
suffit de montrer que |G| est pair. Cela découle de la condition de Tutte avec S = ∅: un
graphe avec un nombre impair de sommets a forcément une composante impaire.

Cas 2: G \U contient 2 sommets qui sont à distance 2 (sinon on serait dans le cas 1):
x − y − z sommets qui ne sont pas dans U . De plus, y n’est pas dans U , donc de degré
< |G| − 1, et il existe un sommet w ∈ G \ U qui n’est pas connecté à y. De par le choix
de G, si l’on rajoute une arête à G, on crée un 1-facteur; soit M1 le 1-facteur dans G+xz,
et M2 le 1-facteur dans G+ yw. Montrons que M14M2 ∪ {xy, yz} contient un 1-facteur
qui évite xz et yw, c’est donc un 1-facteur dans G.

Soit F = M14M2. On a xz ∈M1 \M2 et yw ∈M2 \M1, donc xz et yw sont dans F .
De plus, chaque sommet est de degré 1 dans M1 et M2, donc les sommets de F sont de
degré 0 ou 2 et il n’y a que des cycles (de longueur paire, alternant entre M1 et M2), et
des sommets isolés. Soit C le cycle qui contient xz.
• Si C ne contient pas également yw, alors on obtient un 1-facteur avec les arêtes de M2

dans C et toutes les arêtes de M1 hors de C.
• Sinon, C contient xz et yw, et l’idée est d’utiliser yx ou yz pour les éviter et avoir un
1-facteur dans G. Dans la portion y → w ; {x, z}, on utilise les arêtes de M1 (ce qui
n’inclut pas yw), et on rajoute zy si on arrive en z comme sur la figure, ou xy sinon (cas
symétrique en inversant x et z). Dans le reste du cycle, on utilise les arêtes de M2, ce
qui n’inclut pas xz. On combine ces arêtes avec celles de M1 ou M2 en dehors de C, ce
qui nous donne un 1-facteur dans G et conclut la preuve.

Remarques. • Vérifications faciles d’existence ou de non-existence: existence =
exhiber un 1-facteur; non-existence = exhiber un ensemble qui, si on le supprime, laisse
trop de composantes impaires.
• En comptant les sommets modulo 2, |S|+ o(G \ S) est de même parité que |G|. Ainsi,
si |G| est pair et G n’a pas de 1-facteur, alors il existe un S tel que o(G \ S) dépasse |S|
d’au moins 2. On note par la suite d(S) = o(G \ S)− |S|.

Formule de Berge-Tutte [1958]. Le plus grand nombre de sommets saturés par un
couplage dans G est minS⊆V (G){|G| − d(S)}.

Preuve: Soit S ⊆ V (G). Au plus |S| arêtes peuvent coupler un sommet de S à
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un sommet dans une composante impaire de G \ S, donc chaque couplage a au moins
o(G\S)−|S| = d(S) sommets non saturés. On veut montrer que cette borne est atteinte.

On définit le join entre deux graphes, G ∨H, par l’union disjointe des deux graphes
augmentée de toutes les arêtes allant d’un sommet de G à un sommet de H, par exemple,
avec un chemin de longueur 4 et une clique de taille 3:

Soit d = max{d(S) : S ⊆ V (G)}. Comme d(∅) = 0, on a d ≥ 0. Soit G′ = G ∨ Kd

(join entre G et la clique de taille d).

Comme d(S) a la même parité que |G| pour tout S, G′ a un nombre pair de sommets.
Regardons si G′ satisfait la condition de Tutte. On a o(G′ \ S ′) ≤ |S ′| pour S ′ = ∅ car
o(G′) = 0. Si S ′ est non vide mais ne contient pas tout Kd, alors G′ \ S ′ a une seule
composante, et 1 ≤ |S ′|. Finalement, si Kd ⊆ S ′, soit S = S ′ \ V (Kd). On a alors
G′ \ S ′ = G \ S, et donc o(G′ \ S ′) = o(G \ S) ≤ |S|+ d = |S ′| (par définition de d).

G′ satisfait donc la condition de Tutte, et on obtient un couplage de taille |G| − d
en supprimant les d sommets que l’on a rajoutés dans G′, qui sont couplés à au plus d
sommets de G.

Ainsi, on peut prouver facilement qu’un couplage maximal est maximum (de taille
max), en trouvant un ensemble S dont la suppression laisse le bon nombre de composantes
impaires.

Algorithme d’Edmond (Blossom algorithm). Basé sur le théorème de Berge:
M est un couplage maximum dans G ssi G n’a pas de chemin M -améliorant. On a vu
comment rechercher de tels chemins dans un graphe biparti (algorithme par augmenta-
tion de chemin). La clé est d’arriver à chercher un chemin M -améliorant en un temps
raisonnable, car on n’aura que n/2 recherches au maximum. Dans un graphe biparti, on
explore à partir de chaque sommet une seule fois: en partant de u (sommet M -insaturé),
on ne peut atteindre un x dans la même partie que u que via l’unique arête qui couple x,
et on construit ainsi un arbre d’exploration.

Cette propriété ne tient plus dans des graphes généraux s’il y a des cycles de taille
impaire: des chemins peuvent atteindre x depuis u à la fois via une arête de M et une
arête /∈ M . Exemple ci-dessous: si x est atteint via ax, on ne va pas forcément trouver
le chemin M -améliorant uvabcdxy.

L’idée proposée par Edmond est basée sur le fait que si x peut être atteint par une
arête saturée et une insaturée, alors x est dans un cycle de taille impaire. Les chemins
ne peuvent diverger que lorsqu’on explore les arêtes insaturées (une seule arête saturée
par sommet!). A partir de la divergence, le chemin qui arrive en x via M a une longueur
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paire, et l’autre a une longueur impaire, d’où le cycle de longueur impaire.
Une fleur est l’union de deux chemins M -alternant qui atteignent x (tout le graphe

sauf y). La tige, de longueur paire, est la partie commune aux deux chemins (uva), et le
blossom, c’est la fleur à proprement dit, à savoir le cycle de longueur impaire (la fleur
moins la tige, abcdx).

Dans un blossom, on peut tourner d’un côté ou de l’autre pour atteindre tout sommet
soit via une arête saturée, soit via une arête insaturée. On peut donc poursuivre la
recherche à partir de n’importe quelle arête non saturée qui part du blossom et va vers
un sommet pas encore atteint. Dans l’exemple, il y a l’arête xy qui nous donne un chemin
M -améliorant. De plus, on note qu’il n’y a que des arêtes non saturées qui partent d’un
blossom, excepté la tige (car tous les sommets sont saturés). On contracte ainsi le blossom
en un seul super-sommet situé au niveau de la tige, et on continue l’exploration. Si un
chemin M -alternant est trouvé, on dé-contracte les super-sommets pour trouver le chemin
(en tournant du bon côté dans le cycle).

On garde la terminologie de l’algorithme par augmentation de chemin: T (resp. S)
est l’ensemble des sommets atteints via des arêtes non saturées (resp. saturées). Les
blossoms contractés se trouvent dans S.

Exemple. Dans le graphe ci-dessous, on effectue la recherche à partir de u. On atteint
a et b, que l’on prolonge en c et d: S = {u, c, d}. En explorant depuis c, on trouve e et f ,
et comme ef ∈ M , on a un blossom cef que l’on contracte en C: S = {u,C, d} (graphe
de droite).

On poursuit l’exploration en partant de C: on atteint g et d par les arêtes non saturées.
g se prolonge en h (et on met h dans S), et comme d est déjà dans S, on a trouvé un autre
blossom ubdCa, contracté en U (en bas à droite); on a alors S = {U, h}. L’exploration
depuis h ne donne rien, par contre depuis U on trouve x, qui n’est pas saturé. Il reste
à décompresser les blossoms, ce qui donne le chemin M -améliorant sur la gauche: on
remplace U par le cycle correspondant, et x était atteint via bx, par le chemin uaCdb
(pour arriver en b par une arête de M). On décompresse également C, et d était atteint
via ed, par le chemin cfe, d’où finalement le chemin uacfedbx.

Sketch de l’algorithme. En entrée, un graphe G, un couplage M , et un sommet non
saturé u.
L’idée consiste à explorer les chemins M -alternants depuis u, en se rappelant du père de
chaque sommet, et en contractant les blossoms. On maintient les ensembles S et T . Si
l’on atteint un sommet non saturé, on a trouvé un chemin M -améliorant.
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Initialisation: S = {u} et T = ∅.
Itération: Si tous les sommets de S sont marqués, il n’y a pas de chemin M -améliorant
depuis u.
Sinon, on choisit v ∈ S qui n’est pas marqué. Pour explorer depuis v, on considère chaque
y ∈ N(v) tel que y /∈ T .
• Si y est M -insaturé, on a trouvé un chemin M -améliorant de u vers y et on retourne le
chemin (en décontractant les blossoms si besoin).
• Si y ∈ S, on a trouvé un blossom: suspendre l’exploration depuis v, contracter le
blossom en remplaçant ses sommets dans S et T par un unique sommet dans S, et
continuer la recherche depuis ce nouveau super-sommet.
• Sinon, y est couplé à un w (i.e., yw ∈ M). Dans ce cas, on rajoute y à T (atteint
depuis v) et on rajoute w à S (atteint depuis y).
Après avoir exploré toutes les arêtes partant de v, on marque v et on itère.

On ne peut pas explorer simultanément depuis tous les sommets non saturés comme
dans la version bipartie, car l’appartenance aux blossoms dépend du choix du sommet
de départ. Par contre, si aucun chemin M -améliorant n’est trouvé depuis u, on peut
supprimer u et continuer la recherche.

Le premier algorithme proposé par Edmond était en O(n4), et a établi l’appartenance
du problème à la classe P. Avec des structures de données appropriées pour les blossoms,
on peut réduire la complexité en O(n3), et le meilleur algorithme connu est en O(n1/2m).
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2.6 Flots

De nombreux problèmes doivent modéliser des flots dans des réseaux, en particulier pour
maximiser le flot. Par exemple, un flot de liquide dans des tuyaux, des matériaux à trans-
porter, des réseaux de communication. Les algorithmes de flots ont également des appli-
cations dans des problèmes qui ne ressemblent pas aux flots, comme l’ordonnancement,
ou même les couplages!

2.6.1 Réseaux de transport et le problème de flot maximum

Réseau de transport: graphe orienté G = (V,E) pondéré: chaque arête (u, v) a une
capacité c(u, v) ≥ 0. On a les propriétés suivantes:
• si (u, v) /∈ E, alors c(u, v) = 0;
• si (u, v) ∈ E, alors (v, u) /∈ E;
• le sommet s est la source du réseau;
• le sommet t est le puits du réseau (target);
• chaque sommet se trouve sur un chemin s ; t.

Exemple à gauche ci-dessous: réseau routier de transport depuis l’usine vers l’entrepôt.
710 Chapter 26 Maximum Flow
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Figure 26.1 (a) A flow network G D .V; E/ for the Lucky Puck Company’s trucking problem.
The Vancouver factory is the source s, and the Winnipeg warehouse is the sink t . The company ships
pucks through intermediate cities, but only c.u; !/ crates per day can go from city u to city !. Each
edge is labeled with its capacity. (b) A flow f in G with value jf j D 19. Each edge .u; !/ is labeled
by f .u; !/=c.u; !/. The slash notation merely separates the flow and capacity; it does not indicate
division.

We call the nonnegative quantity f .u; !/ the flow from vertex u to vertex !. The
value jf j of a flow f is defined as
jf j D

X

!2V

f .s; !/ !
X

!2V

f .!; s/ ; (26.1)

that is, the total flow out of the source minus the flow into the source. (Here, the j"j
notation denotes flow value, not absolute value or cardinality.) Typically, a flow
network will not have any edges into the source, and the flow into the source, given
by the summation P!2V f .!; s/, will be 0. We include it, however, because when
we introduce residual networks later in this chapter, the flow into the source will
become significant. In themaximum-flow problem, we are given a flow network G
with source s and sink t , and we wish to find a flow of maximum value.

Before seeing an example of a network-flow problem, let us briefly explore the
definition of flow and the two flow properties. The capacity constraint simply
says that the flow from one vertex to another must be nonnegative and must not
exceed the given capacity. The flow-conservation property says that the total flow
into a vertex other than the source or sink must equal the total flow out of that
vertex—informally, “flow in equals flow out.”

An example of flow
A flow network can model the trucking problem shown in Figure 26.1(a). The
Lucky Puck Company has a factory (source s) in Vancouver that manufactures
hockey pucks, and it has a warehouse (sink t) in Winnipeg that stocks them. Lucky

Un flot est alors défini comme une fonction f : V × V → R (on associe un réel aux
arêtes), qui satisfait:
• La contrainte de capacité: pour tout u, v ∈ V , 0 ≤ f(u, v) ≤ c(u, v), i.e., la capacité ne
peut pas être dépassée. On a donc f(u, v) = 0 si (u, v) /∈ E.
• La contrainte de conservation du flot: pour tout u ∈ V \ {s, t},

∑
v∈V f(v, u) =∑

v∈V f(u, v), i.e., le flot entrant est égal au flot sortant, sauf pour la source et le puits.
Exemple ci-dessus à droite.

La valeur du flot, que l’on note traditionnellement |f |, est le flot sortant de la source
moins le flot entrant dans la source (i.e., le flot qui sort effectivement de la source):
|f | =

∑
v∈V f(s, v)−

∑
v∈V f(v, s).

Problème du flot maximum. Etant donné G, s, t, c, trouver un flot f de valeur max-
imum.

2.6.2 Coupes et flots

On a déjà croisé pas mal de fois les coupes: une coupe partitionne V en deux ensembles
S et T = V \ S. Une coupe d’un réseau de transport est telle que s ∈ S et t ∈ T .
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Figure 26.5 A cut .S; T / in the flow network of Figure 26.1(b), where S D fs; !1; !2g and
T D f!3; !4; tg. The vertices in S are black, and the vertices in T are white. The net flow
across .S; T / is f .S; T / D 19, and the capacity is c.S; T / D 26.

The capacity of the cut .S; T / is
c.S; T / D

X

u2S

X

!2T

c.u; !/ : (26.10)

A minimum cut of a network is a cut whose capacity is minimum over all cuts of
the network.

The asymmetry between the definitions of flow and capacity of a cut is inten-
tional and important. For capacity, we count only the capacities of edges going
from S to T , ignoring edges in the reverse direction. For flow, we consider the
flow going from S to T minus the flow going in the reverse direction from T to S .
The reason for this difference will become clear later in this section.

Figure 26.5 shows the cut .fs; !1; !2g ; f!3; !4; tg/ in the flow network of Fig-
ure 26.1(b). The net flow across this cut is
f .!1; !3/C f .!2; !4/ ! f .!3; !2/ D 12C 11 ! 4

D 19 ;

and the capacity of this cut is
c.!1; !3/C c.!2; !4/ D 12C 14

D 26 :

The following lemma shows that, for a given flow f , the net flow across any cut
is the same, and it equals jf j, the value of the flow.

Lemma 26.4
Let f be a flow in a flow network G with source s and sink t , and let .S; T / be any
cut of G. Then the net flow across .S; T / is f .S; T / D jf j.

Le flot net à travers la coupe est f(S, T ) =
∑

u∈S
∑

v∈T f(u, v)−
∑

u∈S
∑

v∈T f(v, u).
La capacité de la coupe est c(S, T ) =

∑
u∈S
∑

v∈T c(u, v).
Une coupe minimum est une coupe dont la capacité est minimale (rapportée à toutes
les coupes du réseau).
Lemme: Pour toute coupe (S, T ), f(S, T ) = |f |, i.e., le flot net à travers toute coupe
est égal à la valeur du flot. L’intuition est que quel que soit l’endroit où l’on coupe les
tuyaux d’un réseau, on verra le même flot sortir. Sinon, la loi de conservation ne serait
pas respectée quelque part.
Corollaire: La valeur de tout flot est majorée par la capacité de toute coupe. Encore
intuitif: si c’était faux, on pourrait faire passer plus de flot dans les tuyaux que ce qu’ils
peuvent contenir.

Preuve du lemme: loi de conservation pour tout noeud u autre que s et t:
∑

v∈V f(u, v)−∑
v∈V f(v, u) = 0. On rajoute ces termes pour u ∈ S \ {s} à la définition de |f |,

ce qui donne, en regroupant les termes f(u, v) et f(v, u), |f | =
∑

v∈V
∑

u∈S f(u, v) −∑
v∈V

∑
u∈S f(v, u). On sépare V en S∪T , et du coup les parties avec u, v ∈ S s’annulent,

il reste |f | =
∑

v∈T
∑

u∈S f(u, v)−
∑

v∈T
∑

u∈S f(v, u) = f(S, T ), ce qui conclut la preuve.
On voit au passage que |f | ≤

∑
v∈T
∑

u∈S f(u, v) ≤
∑

v∈T
∑

u∈S c(u, v) = c(S, T ), d’où le
corollaire.

2.6.3 Méthode de Ford-Fulkerson

On parle de méthode et non d’algorithme, car il y a plein de façons de la réaliser.
FF-Méthode(G, s, t):
1. Initialiser le flot f à 0;
2. Tant qu’il existe un chemin améliorant p dans le réseau résiduel Gf ,
3. Améliorer le flot f le long du chemin p;
4. Retourner f ;

L’idée consiste simplement à chercher des chemins dont la capacité totale n’est pas
utilisée, et à augmenter le flot le long de ce chemin. On continue tant qu’on trouve de
tels chemins.

Paradoxe: il arrive que l’on améliore le flot total en diminuant le flot le long de
certaines arêtes (mauvaise direction, ou bien va dans une partie du réseau qui ne peut
pas bien le traiter).

Réseau résiduel. La capacité résiduelle d’une arête détermine combien de flot addi-
tionnel on peut faire passer de u vers v.
• Si (u, v) ∈ E, on peut encore utiliser c(u, v)− f(u, v).
• Si (v, u) ∈ E, on peut annuler jusqu’à f(v, u) qui va de v vers u, ce qui est équivalent
à faire passer le flot de u vers v.
• Sinon, on ne peut rien faire passer de u vers v.
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On définit ainsi la capacité résiduelle de u vers v:

cf (u, v) =


c(u, v)− f(u, v) si (u, v) ∈ E
f(v, u) si (v, u) ∈ E
0 sinon

Le réseau résiduel est Gf = (V,Ef ), où Ef = {(u, v) ∈ V × V : cf (u, v) > 0}. Ainsi,
chaque arête correspond à (u, v) ∈ E ou (v, u) ∈ E, et |Ef | ≤ 2|E|. Il peut contenir
des arêtes anti-parallèles, mais autrement c’est un réseau de transport avec des capacités!
Exemple avec le réseau résiduel sur la droite:
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Figure 26.4 (a) The flow network G and flow f of Figure 26.1(b). (b) The residual network Gf

with augmenting path p shaded; its residual capacity is cf .p/ D cf .!2; !3/ D 4. Edges with
residual capacity equal to 0, such as .!1; !3/, are not shown, a convention we follow in the remainder
of this section. (c) The flow in G that results from augmenting along path p by its residual capacity 4.
Edges carrying no flow, such as .!3; !2/, are labeled only by their capacity, another convention we
follow throughout. (d) The residual network induced by the flow in (c).

The intuition behind this definition follows the definition of the residual network.
We increase the flow on .u; !/ by f 0.u; !/ but decrease it by f 0.!; u/ because
pushing flow on the reverse edge in the residual network signifies decreasing the
flow in the original network. Pushing flow on the reverse edge in the residual
network is also known as cancellation. For example, if we send 5 crates of hockey
pucks from u to ! and send 2 crates from ! to u, we could equivalently (from the
perspective of the final result) just send 3 creates from u to ! and none from ! to u.
Cancellation of this type is crucial for any maximum-flow algorithm.

Lemma 26.1
Let G D .V; E/ be a flow network with source s and sink t , and let f be a flow
in G. Let Gf be the residual network of G induced by f , and let f 0 be a flow
in Gf . Then the function f "f 0 defined in equation (26.4) is a flow in G with
value jf "f 0j D jf j C jf 0j.

Proof We first verify that f "f 0 obeys the capacity constraint for each edge in E
and flow conservation at each vertex in V ! fs; tg.

Entre s et v1, on peut faire passer 5 de plus, ou bien retirer 11, d’où les deux arêtes
correspondantes. Lorsque f(u, v) = c(u, v), on ne peut que retirer.

Augmentation de flots et chemins améliorants. On commence par définir
l’augmentation d’un flot f dans G par un flot f ′ dans Gf , noté f ↑ f ′ (fonction de
V × V dans R):

(f ↑f ′)(u, v) =

{
f(u, v) + f ′(u, v)− f ′(v, u) si (u, v) ∈ E,
0 sinon

On augmente le flot de f ′(u, v) sur l’arête (u, v), mais on le diminue de f ′(v, u) car pousser
le flot en direction opposée à la direction de l’arête revient à diminuer le flot.

Lemme: Etant donné un réseau G, un flot f dans G, le réseau résiduel Gf , et un flot
f ′ dans Gf , alors f ↑f ′ est un flot dans G de valeur |f ↑f ′| = |f |+ |f ′|.

La preuve est un peu technique mais assez intuitive, on se sert des définitions de
flot, des contraintes de capacité et de la conservation des flots. On montre alors que les
contraintes sont satisfaites, puis on calcule la valeur du flot f ↑f ′.

Un chemin améliorant est un chemin simple p de s à t dans Gf . Comme toutes les
capacités dans Gf sont strictement positives, on peut faire passer du flot le long de ce
chemin, en suivant la loi du maillon le plus faible: cf (p) = min{cf (u, v) : (u, v) ∈ p}.

Dans le réseau résiduel ci-dessus, le chemin en gras est donc un chemin améliorant, et
sa capacité est 4. On rajoute ce flot sur le chemin (et donc on soustrait 4 sur l’arc inverse
v3 → v2), obtenant le flot ci-dessous à gauche. Le nouveau réseau résiduel est à droite.
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Figure 26.4 (a) The flow network G and flow f of Figure 26.1(b). (b) The residual network Gf

with augmenting path p shaded; its residual capacity is cf .p/ D cf .!2; !3/ D 4. Edges with
residual capacity equal to 0, such as .!1; !3/, are not shown, a convention we follow in the remainder
of this section. (c) The flow in G that results from augmenting along path p by its residual capacity 4.
Edges carrying no flow, such as .!3; !2/, are labeled only by their capacity, another convention we
follow throughout. (d) The residual network induced by the flow in (c).

The intuition behind this definition follows the definition of the residual network.
We increase the flow on .u; !/ by f 0.u; !/ but decrease it by f 0.!; u/ because
pushing flow on the reverse edge in the residual network signifies decreasing the
flow in the original network. Pushing flow on the reverse edge in the residual
network is also known as cancellation. For example, if we send 5 crates of hockey
pucks from u to ! and send 2 crates from ! to u, we could equivalently (from the
perspective of the final result) just send 3 creates from u to ! and none from ! to u.
Cancellation of this type is crucial for any maximum-flow algorithm.

Lemma 26.1
Let G D .V; E/ be a flow network with source s and sink t , and let f be a flow
in G. Let Gf be the residual network of G induced by f , and let f 0 be a flow
in Gf . Then the function f "f 0 defined in equation (26.4) is a flow in G with
value jf "f 0j D jf j C jf 0j.

Proof We first verify that f "f 0 obeys the capacity constraint for each edge in E
and flow conservation at each vertex in V ! fs; tg.

S’il n’y a plus de chemin améliorant, on affirme que le flot obtenu dansG est maximum!
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Théorème max-flow min-cut. On a l’équivalence entre:
1. f est un flot maximum;
2. Gf n’a pas de chemin améliorant;
3. |f | = c(S, T ) pour une coupe (S, T ).

Ainsi, si on ne peut pas trouver de chemin améliorant ou si on a un flot égal à la
capacité d’une coupe, alors on a trouvé un flot maximum. On peut aussi prédire la
valeur d’un flot maximum: il sera égal à la capacité de la coupe minimum (en terme de
capacité): max flow est équivalent à min cut! Encore un problème min/max!

Preuve: (1) ⇒ (2): Si f est un flot maximum et il y a un chemin améliorant, alors
on peut augmenter f par fp, où le flot fp vaut cf (p) sur les arcs de p et 0 ailleurs. On
obtient le flot |f ↑fp|, de valeur strictement plus grande que |f |, d’où la contradiction.
(2) ⇒ (3): Supposons que Gf n’a pas de chemin améliorant: pas de chemin de s vers t.
On définit S par l’ensemble des sommets v ∈ V tels qu’il existe un chemin de s vers v
dans Gf , ce qui nous définit une coupe (S, V \ S). Soit u ∈ S et v ∈ T . Si (u, v) ∈ E,
alors f(u, v) = c(u, v) car sinon (u, v) ∈ Ef et v serait dans S. Si (v, u) ∈ E, alors
f(v, u) = 0 car sinon cf (u, v) = f(v, u) serait positif et encore on aurait (u, v) ∈ Ef .
Sinon, f(u, v) = f(v, u) = 0. Ainsi, en sommant sur tous ces couples (u, v), on obtient

f(S, T ) =
∑
u∈S

∑
v∈T

f(u, v)−
∑
u∈S

∑
v∈T

f(v, u) =
∑
u∈S

∑
v∈T

c(u, v)− 0 = c(S, T ),

et donc |f | = f(S, T ) = c(S, T ) pour cette coupe.
(3) ⇒ (1): On a |f | ≤ c(S, T ) pour toute coupe (S, T ). Comme |f | = c(S, T ) pour une
coupe, le flot est maximum.

Algorithme de Ford-Fulkerson. L’idée consiste à augmenter le flot sur un chemin
améliorant tant qu’il y en a.
Ford-Fulkerson(G, s, t):
1. Pour chaque (u, v) ∈ E, f(u, v) := 0;
2. Tant qu’il existe un chemin p dans Gf ,
3. cf (p) := min{cf (u, v) : (u, v) ∈ p};
4. Pour chaque arête (u, v) ∈ p,
5. si (u, v) ∈ E, alors f(u, v) := f(u, v) + cf (p);
6. sinon f(v, u) := f(v, u)− cf (p);

En ligne 5, on augmente le flot, ou on le réduit en ligne 6 si le chemin prend un arc
inverse.

Analyse: le temps d’exécution dépend de la méthode utilisée pour chercher les chemins,
et aussi des capacités du réseau. C’est mieux d’utiliser des poids entiers si possible.
Initialisation ligne 1 en O(E).
Recherche de chemin ligne 2 en O(V +E) avec BFS ou DFS par exemple, soit O(E) car
le graphe est connexe.
Intérieur de la boucle ”Tant que”: complexité inférieure à la recherche de chemin. La
complexité totale est donc O(E)× nombre de passages dans la boucle.

Dans le pire des cas, chaque chemin améliorant augmente |f | de 1, et donc si le flot
maximum est f ∗, on peut avoir besoin de f ∗ itérations, ce qui donne un coût de O(Ef ∗).

Exemple classique où ce pire cas est atteint:
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Figure 26.7 (a) A flow network for which FORD-FULKERSON can take ‚.E jf !j/ time,
where f ! is a maximum flow, shown here with jf !j D 2,000,000. The shaded path is an aug-
menting path with residual capacity 1. (b) The resulting residual network, with another augmenting
path whose residual capacity is 1. (c) The resulting residual network.

Proof We will suppose that for some vertex ! 2 V ! fs; tg, there is a flow aug-
mentation that causes the shortest-path distance from s to ! to decrease, and then
we will derive a contradiction. Let f be the flow just before the first augmentation
that decreases some shortest-path distance, and let f 0 be the flow just afterward.
Let ! be the vertex with the minimum ıf 0.s; !/ whose distance was decreased by
the augmentation, so that ıf 0.s; !/ < ıf .s; !/. Let p D s ❀ u ! ! be a shortest
path from s to ! in Gf 0 , so that .u; !/ 2 Ef 0 and
ıf 0.s; u/ D ıf 0.s; !/ ! 1 : (26.12)
Because of how we chose !, we know that the distance of vertex u from the source s
did not decrease, i.e.,
ıf 0.s; u/ " ıf .s; u/ : (26.13)
We claim that .u; !/ 62 Ef . Why? If we had .u; !/ 2 Ef , then we would also have
ıf .s; !/ # ıf .s; u/C 1 (by Lemma 24.10, the triangle inequality)

# ıf 0.s; u/C 1 (by inequality (26.13))
D ıf 0.s; !/ (by equation (26.12)) ,

which contradicts our assumption that ıf 0.s; !/ < ıf .s; !/.
How can we have .u; !/ 62 Ef and .u; !/ 2 Ef 0? The augmentation must

have increased the flow from ! to u. The Edmonds-Karp algorithm always aug-
ments flow along shortest paths, and therefore the shortest path from s to u in Gf

has .!; u/ as its last edge. Therefore,
ıf .s; !/ D ıf .s; u/ ! 1

# ıf 0.s; u/ ! 1 (by inequality (26.13))
D ıf 0.s; !/ ! 2 (by equation (26.12)) ,

... en alternant entre les 2 chemins de capacité 1, il faudra 2, 000, 000 itérations pour
converger!

Algorithme d’Edmonds-Karp. Vient à la rescousse en contrôlant l’ordre dans lequel
les chemins sont explorés. Dans l’exemple précédent, si on prend les plus courts chemins
(en terme de nombres d’arêtes), on n’a pas de problèmes car on trouvera s − u − t et
s− v − t.

Edmonds-Karp = Ford-Fulkerson avec une recherche BFS sur Gf .
Théorème: L’algorithme d’Edmonds-Karp réalise au maximumO(V E) augmentations

de flots, soit une complexité en O(V E2), avec des capacités dans R+.
Preuve: borner les distances aux sommets dans Gf . δf (u, v): longueur d’un plus court

chemin de u à v dans Gf (où chaque arc a un poids unitaire).
On montre d’abord que δf (s, v) augmente de façon monotone avec chaque augmentation
de flot pour tout v ∈ V \{s, t}: on obtient une contradiction si une distance a été diminuée
(propriétés de plus court chemin, inégalité triangulaire).
Pour borner le nombre d’itérations, on définit les arcs critiques qui sont tels que cf (p) =
cf (u, v). Après avoir fait une augmentation de flot, tous les arcs critiques disparaissent
du réseau résiduel. De plus, au moins un arc doit être critique. On montre que chacun
des |E| arcs ne peut pas devenir critique plus de |V |/2 fois.
Considérons l’arc (u, v) ∈ E. Lorsqu’il est critique, il est sur un plus court chemin et
donc δf (s, v) = δf (s, u) + 1. Après augmentation, (u, v) disparâıt du réseau résiduel, et
ne peut ré-apparâıtre que si le flot est diminué, i.e., (v, u) est sur un chemin améliorant.
Alors, on aurait un flot f ′ et δf ′(s, u) = δf ′(s, v) + 1. Augmentation monotone des flots:
δf (s, v) ≤ δf ′(s, v), d’où δf ′(s, u) ≥ δf (s, u) + 2: augmentation de 2 entre deux sélections
critiques, et la distance est bornée par |V | − 2 (on a u 6= t), donc après la première fois
où (u, v) devient critique, il ne peut pas devenir critique plus de (|V | − 2)/2 = |V |/2− 1
fois, soit un total d’au plus |V |/2 fois. Chaque chemin améliorant ayant au moins un arc
critique, on a au plus O(V E) améliorations, d’où la complexité en O(V E2).

2.6.4 Couplage dans des graphes bipartis

Problème déjà rencontré: trouver un couplage maximum dans un graphe biparti.
Etant donné G = (V,E), avec V = L ∪ R, on définit le réseau de transport G′ =

(V ′, E ′) avec V ′ = V ∪ {s, t}, et E ′ = E augmenté des arcs de s vers tout u ∈ L, et
de tout v ∈ R vers t. On oriente également les arêtes de E de L vers R. Finalement,
c(u, v) = 1 pour tout (u, v) ∈ E ′.
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Figure 26.8 A bipartite graph G D .V; E/ with vertex partition V D L [ R. (a) A matching
with cardinality 2, indicated by shaded edges. (b) A maximum matching with cardinality 3. (c) The
corresponding flow network G0 with a maximum flow shown. Each edge has unit capacity. Shaded
edges have a flow of 1, and all other edges carry no flow. The shaded edges from L to R correspond
to those in the maximum matching from (b).

directed edges of G0 are the edges of E, directed from L to R, along with jV j new
directed edges:
E 0 D f.s; u/ W u 2 Lg [ f.u; !/ W .u; !/ 2 Eg [ f.!; t/ W ! 2 Rg :

To complete the construction, we assign unit capacity to each edge in E 0. Since
each vertex in V has at least one incident edge, jEj ! jV j =2. Thus, jEj " jE 0j D
jEj C jV j " 3 jEj, and so jE 0j D ‚.E/.

The following lemma shows that a matching in G corresponds directly to a flow
in G’s corresponding flow network G0. We say that a flow f on a flow network
G D .V; E/ is integer-valued if f .u; !/ is an integer for all .u; !/ 2 V # V .

Lemma 26.9
Let G D .V; E/ be a bipartite graph with vertex partition V D L [ R, and let
G0 D .V 0; E 0/ be its corresponding flow network. If M is a matching in G, then
there is an integer-valued flow f in G0 with value jf j D jM j. Conversely, if f
is an integer-valued flow in G0, then there is a matching M in G with cardinality
jM j D jf j.

Proof We first show that a matching M in G corresponds to an integer-valued
flow f in G0. Define f as follows. If .u; !/ 2 M , then f .s; u/ D f .u; !/ D
f .!; t/ D 1. For all other edges .u; !/ 2 E 0, we define f .u; !/ D 0. It is simple
to verify that f satisfies the capacity constraint and flow conservation.

Algorithme: Ford-Fulkerson (pas besoin d’utiliser Edmonds-Karp car toutes les ca-
pacités sont unitaires). On a la correction car un flot maximum doit utiliser le nombre
maximum d’arcs (de capacité 1) à travers la coupe (L,R).

Complexité: Ford-Fulkerson en O(Ef ∗). Ici on est sur E ′ mais E ′ = O(E). Et on
peut borner f ∗ par min(|L|, |R|) = O(V ) car les arcs ont une capacité unitaire, et on ne
peut pas avoir 2 qui sort d’un sommet de L ou 2 qui rentre dans un sommet de R. D’où
une complexité totale en O(V E).

Note: A chaque itération, Ford-Fulkerson va sélectionner un flot entier, et n’utilisera
jamais des fractions de capacité, ce qui permet de garantir qu’on a bien l’équivalence
entre flot et couplage.

Corollaire: König-Egervàry. On retrouve max |couplage| = min |couverture| via
max |flot| = min |coupe|: la coupe min (S, T ) nous identifie une couverture min: aucune
arête de L∩S vers R∩T . Et la capacité de la coupe est égale à la taille de la couverture:
|(L∩ T )∪ (R∩ S)|. Idem si on a une couverture, on peut construire une coupe de même
taille!
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Lien avec Berge. Chemin améliorant pour le flot dans le réseau = chemin améliorant
pour le couplage dans le graphe biparti.

s t

2.6.5 Théorème de Menger

Application des flots à la connectivité dans les graphes.

Version arcs/arêtes: Soit G graphe orienté ou pas, et deux sommets x,y, alors :
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nb max de chemins arcs/arêtes disjoints de x à y
=

nb min d’arcs/arêtes à enlever pour séparer x de y

Noté κ(G, x, y), ce nombre et les ensembles associés sont calculables en O(mn).
Exemple: Un ensemble max de chemins arcs-disjoints et un séparateur min.

x

y

Modélisation par flot max entre source x et puits y:

x

y
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2.6.6 Algorithmes push-relabel

Approche différente de la méthode Ford-Fulkerson, qui est à la base des algorithmes les
plus rapides connus à ce jour (O(V 2E) au lieu de O(V E2), que l’on peut encore améliorer
en O(V 3)). Approche plus locale: on regarde un sommet et ses voisins dans le réseau
résiduel.

On maintient un préflot, qui n’a pas toutes les propriétés des flots: on a la con-
trainte de capacité, mais la conservation de flot est un peu relâchée:

∑
v∈V f(v, u) −∑

v∈V f(u, v) ≥ 0 au lieu d’avoir = 0. Cela signifie que le flot entrant peut excéder le flot
sortant (vrai pour u ∈ V \ {s}, imaginer un réservoir associé à chaque sommet qui garde
l’excès).

On note e(u) =
∑

v∈V f(v, u) −
∑

v∈V f(u, v) l’excédent de flot sur u, et le sommet
u ∈ V \ {s, t} déborde si e(u) > 0. Le préflot est un flot si aucun sommet déborde.

Intuition. Imaginer encore des tuyaux dans lesquels on fait couler de l’eau. La
méthode Ford-Fulkerson cherchait un nouveau passage de liquide (chemin améliorant).
Ici, on place les sommets à des hauteurs différentes pour faire couler le liquide: on peut
pousser du liquide vers le bas. La source est à une hauteur |V | et le puits à une hauteur 0,
et les autres sommets, initialement à 0, sont remontés avec le temps (on peut alors avoir
éventuellement du liquide qui remonte). Initialement, on pousse le liquide depuis la
source, soit la capacité de la coupe ({s}, V \ {s}).

Lorsqu’un sommet déborde, on le remonte pour pouvoir le vider à son tour s’il n’a
pas de voisins plus bas dans lesquels il peut pousser du flot. Une fois qu’on ne peut plus
rien pousser, on vide l’excédent en remontant vers la source et en transformant le préflot
en flot. On va montrer que le flot obtenu est par ailleurs un flot maximum.
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Opérations de base. Les deux opérations de base sont donc le push (pousser le flot
d’un sommet qui déborde), et le relabel (changer la hauteur d’un sommet). On définit une
fonction de hauteur associée à un préflot f par h : V → N par h(s) = |V |, h(t) = 0, et
pour tout arc dans le réseau résiduel (u, v) ∈ Ef , h(u) ≤ h(v)+1. Ainsi, si h(u) > h(v)+1,
alors (u, v) n’est pas un arc du réseau résiduel.

Opération Push(u, v): s’applique si u déborde, cf (u, v) > 0, et h(u) = h(v) + 1.
L’opération met à jour le préflot f et les excédents en u et v: on pousse ∆f (u, v) =
min(e(u), cf (u, v)) de u vers v.
Push(u, v):
1. ∆f (u, v) = min(e(u), cf (u, v));
2. Si (u, v) ∈ E alors f(u, v) = f(u, v) + ∆f (u, v);
3. Sinon f(v, u) = f(v, u)−∆f (u, v);
4. e(u) = e(u)−∆f (u, v); e(v) = e(v) + ∆f (u, v);

Si l’arc du réseau résiduel est un arc du réseau de transport, on rajoute le flot. Sinon,
on diminue le flot sur (v, u) qui est un arc du réseau de transport. f reste un préflot
après l’opération push. On suppose que cf (u, v) peut être calculé en temps constant étant
donné c et f .

On ne se sert pas du fait que h(u) = h(v)+1, mais on ne pousse le flot que d’une case
vers le bas. De par la fonction de hauteur, il n’y a de toute façon pas d’arc résiduel entre
u et v si la différence est supérieure à 1. Le push est saturant si ∆f (u, v) = cf (u, v), i.e.,
cf (u, v) = 0 après le push, et non saturant sinon.

Après un push non saturant de u vers v, le sommet u ne déborde plus. En effet, on a
∆f (u, v) = e(u) et e(u) devient 0 après le push.

La deuxième opération est Relabel(u): elle s’applique si u déborde, et pour tout
v ∈ V tel que (u, v) ∈ Ef , h(u) ≤ h(v). Alors on monte u.
Relabel(u):
1. h(u) = 1 + min{h(v) : (u, v) ∈ Ef};

On effectue un relabel uniquement lorsque Ef contient au moins un arc qui quitte u,
donc le minimum est sur un ensemble non vide. Ceci peut être déduit du fait que e(u) > 0,
car alors il y a forcément un v tel que f(v, u) > 0, et donc cf (u, v) > 0 et (u, v) ∈ Ef .
L’opération relabel donne la plus grande hauteur autorisée par les contraintes sur les
fonctions de hauteur.

Algorithme générique. On initialise le préflot en mettant h(v) = e(v) = 0 pour
tout v ∈ V , et f(u, v) = 0 pour tout (u, v) ∈ E. Ensuite, on monte la source et on
pousse le flot depuis la source: h(s) = |V |, et pour tout v voisin de s, f(s, v) = c(s, v),
e(v) = c(s, v), et e(s) = e(s)− c(s, v).

L’algorithme générique effectue cette initialisation, puis tant qu’on peut appliquer une
opération push ou relabel, il en effectue une.

Lemme: si le sommet u déborde, on peut toujours lui appliquer une opération push
ou une opération relabel. Preuve: fonction de hauteur donc h(u) ≤ h(v) + 1 pour tout
arc résiduel. Si le push ne s’applique pas, alors on doit avoir h(u) < h(v) + 1, et donc
h(u) ≤ h(v) et le relabel s’applique.
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Correction de la méthode push-relabel. On montre ici que si l’algorithme générique
termine, alors on obtient un flot maximum. On verra plus tard que l’algorithme termine
(analyse de complexité).

Lemme: les hauteurs des sommets ne diminuent jamais, et le relabel augmente la
hauteur d’au moins 1 (regarder la fonction relabel, qui est la seule à toucher à la hauteur;
h(u) est strictement inférieur à h(v) + 1 pour tout v...).

Lemme: l’application de l’algorithme générique conserve une fonction de hauteur
valide.
Preuve par récurrence: vrai initialement, puis on vérifie que cela reste vrai après un push
ou un relabel.
Après un relabel, on regarde les arcs du réseau résiduel arrivant en u, et ceux sortant
de u. Arc sortant (u, v): h(u) ≤ h(v)+1 après le relabel par choix de h(u) (choix du v de
hauteur min). Arc entrant (w, u) h(w) ≤ h(u) + 1 reste vrai après avoir augmenté h(u)!
Après un push, il se peut que cela rajoute (v, u) au réseau résiduel. Dans ce cas, h(v) =
h(u)− 1 < h(u) + 1 donc h reste une fonction de hauteur. Si au contraire (u, v) disparâıt
de Ef , cela enlève une contrainte sur la fonction h.

Lemme: Il n’y a pas de chemin de s vers t dans le réseau résiduel.
Preuve par contradiction: chemin simple p =< s = v0, v1, . . . , vk = t > de s vers t, et
k < |V |. Alors, (vi, vi+1) ∈ Ef et donc h(vi) ≤ h(vi+1) + 1 pour 0 ≤ i ≤ k − 1. En
sommant les inégalités, on obtient h(s) ≤ h(t) + k, d’où h(s) < |V |, ce qui contredit le
fait que h(s) = |V |.

Théorème: correction de l’algorithme générique push-relabel: si l’algorithme termine,
alors le préflot est un flot maximum pour G.
Preuve: on utilise l’invariant suivant: f est toujours un préflot. C’est facile à vérifier
pour l’initialisation. Relabel ne touche pas au flot. Et push conserve la propriété de flot
car on garde toujours un excédent ≥ 0.
Si l’algorithme termine, il n’y a plus de sommet qui déborde (sinon on pourrait faire push
ou relabel), et donc e(u) = 0 pour tout u ∈ V \{s, t}, ce qui signifie que f est un flot. De
plus, il n’y a pas de chemin de s à t dans Gf (le réseau résiduel), et de par le théorème
max-flow min-cut, f est un flot maximum.

Analyse de la méthode push-relabel. On compte ici le nombre d’opérations pour
montrer qu’il est borné et donc que la méthode termine. On compte le nombre de relabel,
de push saturant, et de push non saturant.

Lemme: Pour chaque sommet x qui déborde, il y a un chemin simple de x vers s
dans Gf .

Lemme: On a toujours h(u) ≤ 2|V | − 1 pour tout u ∈ V , ce qui borne le nombre
d’opérations relabel en O(V 2).

Lemme: Le nombre de push saturant est en O(V E).
Lemme: Le nombre de push non saturant est en O(V 2E).
On peut donc borner le nombre d’opérations de l’algorithme générique par O(V 2E),

et ainsi montrer que l’algorithme termine. Il suffit de trouver des méthodes efficaces pour
implémenter ces opérations et décider quelle opération exécuter.
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2.6.7 Algorithme relabel-to-front

Utilisation de la méthode push-relabel pour obtenir un algorithme en O(V 3). L’idée
consiste à maintenir une liste de sommets dans le réseau. On choisit le premier sommet
de la liste, et on le décharge complètement: on fait des push et relabel jusqu’à ce que son
excédent soit nul (i.e., le sommet ne déborde plus). Lorsqu’on fait un relabel, on remet
le sommet au début de la liste (d’où le nom relabel-to-front).

Arêtes admissibles. Etant donné un réseau de transport G = (V,E) avec source s
et destination t, un préflot f dans G, et une fonction de hauteur h, on dit que (u, v)
est une arête admissible si cf (u, v) > 0 et h(u) = h(v) + 1. Ef,h est l’ensemble des
arêtes admissibles et Gf,h = (V,Ef,h) est le réseau admissible. Il contient les arêtes sur
lesquelles on peut pousser du flot.

Lemme: le réseau admissible est acyclique.
Preuve: par contradiction, s’il y a un cycle < v0, v1, . . . , vk = v0 >, avec k > 0, on somme
sur la propriété des hauteurs sur chaque arête, obtenant 0 = k.

Lemme: si u déborde et (u, v) est admissible, alors on peut faire Push(u, v). L’opération
ne peut pas créer d’arêtes admissibles, mais (u, v) peut ne plus être admissible.
Preuve: Push s’applique par définition. Nouvelle arête potentiellement créée dans le
réseau résiduel: uniquement (v, u), mais comme h(v) = h(u) − 1, l’arête ne peut pas
devenir admissible. Push saturant: cf (u, v) = 0 après le push et l’arête (u, v) n’est plus
admissible.

Lemme: si u déborde et s’il n’y a pas d’arête admissible quittant u, alors on peut faire
Relabel(u), et après cette opération, il y a au moins une arête admissible quittant u, et
aucune arrivant en u.
Preuve: Vu dans l’algo générique, si u déborde, on peut faire push ou relabel, et vu qu’il
n’y a pas d’arête admissible, on ne peut pas faire push donc on peut faire relabel. Après
le relabel, h(u) = 1 + min{h(v) : (u, v) ∈ Ef}, et donc si v réalise le minimum, (u, v)
devient admissible. Finalement, supposons qu’il existe v tel que (v, u) soit admissible.
Alors h(v) = h(u) + 1 après le relabel, et donc h(v) > h(u) + 1 avant le relabel. Cela
signifie que (v, u) n’est pas dans le réseau résiduel (définition de la hauteur), qui ne change
pas suite au relabel. (v, u) n’est donc pas admissible.

Décharge et listes de voisins. Pour décharger un sommet, on regarde les sommets
voisins et on essaie d’y pousser du flot. On conserve une liste (simplement châınée) des
voisins N(u) de u, i.e., les sommets v tels que (u, v) ∈ E ou (v, u) ∈ E. N(u).tete
est la tête de liste, et v.voisinsuivant est le sommet suivant dans la liste (NIL pour le
dernier sommet de la liste). Initialement, u.courant = N(u).tete, et c’est le voisin que
l’on considère.

Opération de décharge: push vers les voisins, et relabel si nécessaire (pour avoir une
arête quittant u qui devienne admissible).
Decharge(u):
1. Tant que e(u) > 0
2. v = u.courant
3. Si v = NIL alors Relabel(u), u.courant = N(u).tete;
4. Sinon, si cf (u, v) > 0 et h(u) = h(v) + 1, alors Push(u, v);
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5. Sinon, u.courant = v.voisinsuivant;
Ligne 3, on a fini de parcourir la liste des voisins et l’excédent est toujours > 0, donc

on relabel et on ré-initialise u.courant en tête de liste.
Montrer que le relabel est possible = montrer que toutes les arêtes quittant u ne sont pas
admissibles (détails dans le Cormen).

Ligne 4, par définition on peut faire un Push(u, v).
Ligne 5, (u, v) n’est pas admissible, donc on avance au voisin suivant v.voisinsuivant

dans la liste N(u).
Terminaison lorsque e(u) = 0, et seul un Push peut produire ce résultat. La dernière

opération de Decharge est donc forcément un push.

L’algorithme relabel-to-front. Liste L avec tous les sommets de V \{s, t}, triés dans
un ordre topologique selon le réseau admissible. u.next pointe vers le sommet suivant u
dans L. On a aussi toutes les listes de voisins N(u).
Relabel-to-front(G, s, t):
1. Initialise-Preflot(G, s);
2. Initialise L (sommets dans un ordre quelconque);
3. Pour chaque u ∈ V \ {s, t}, u.courant = N(u).tete;
4. u = L.tete;
5. Tant que u 6= NIL
6. oldh = h(u);
7. Decharge(u);
8. Si h(u) > oldh, positionner u au début de L;
9. u = u.next;

Boucle de la ligne 5: parcourt de la liste L et décharge les sommets. Si u a subit un
relabel (sa hauteur a augmenté), il est remis au début de la liste.

Pour montrer que Relabel-to-front calcule un flot maximum, il suffit de montrer que
c’est un algorithme générique push-relabel. Etude de Decharge: on fait des push et relabel
quand c’est possible. Il reste à montrer que lorsque l’algorithme termine, il n’y a plus
d’opérations push ou relabel possibles.

Invariant: A chaque test en ligne 5, L est triée dans un ordre topologique selon le
réseau admissible, et aucun sommet avant u dans la liste ne déborde.

Vrai initialement (Ef,h = ∅ car hauteurs 0 ou |V | ≥ 2, et u est la tête de liste).
Chaque itération maintient le tri topologique: seul le relabel peut créer des arcs

admissibles, et uniquement des arcs sortant de u dans ce cas. Du coup, mettre u en
début de liste maintient le tri topologique. Pour les sommets débordant, regardons u′

qui sera choisi à l’itération suivant u. Si u a eu un relabel, aucun autre sommet avant u′,
donc pas de sommets qui débordent avant u′. Sinon, aucun sommet avant u n’a reçu du
flot: le tri topologique impose que la décharge se fait vers des sommets après u dans la
liste.

A la fin, par invariant, aucun sommet ne déborde, donc aucune opération ne peut être
appliquée.

Analyse. L’algorithme est en O(V 3). Comme pour l’algorithme générique, il y a au
plus O(V 2) opérations relabel, et à chaque phase il y a au plus |V | appels à Decharge.
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Sans compter le travail fait dans Decharge, la complexité est au plus O(V 3).
Pour terminer l’analyse, il faut borner le travail fait pendant toutes les opérations

Decharge au cours de l’algorithme (analyse amortie). On compte le travail des relabel,
des push non saturant, et les mises à jour des pointeurs. Essayez de compter les opérations
pour vous en convaincre (ou regardez le Cormen!).

3 Algorithmique des mots

Dans cette dernière partie du cours, on s’intéresse à la recherche d’un motif x de longueurm
dans un texte t de longueur n. Il n’y a pas de notes de cours pour ce chapitre, mais
il est fortement inspiré du livre ”Elements d’algorithmique” de Beauquier, Berstel et
Chrétienne, disponible librement à l’adresse http://www-igm.univ-mlv.fr/~berstel/

Elements/Elements.html. En complément, vous pouvez également vous référer au
Cormen. Finalement, la page http://www-igm.univ-mlv.fr/~lecroq/string/index.

html répertorie de nombreux algorithmes de recherche de motifs, avec le code et des
animations Java.
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