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RESUME. Les chaines de Markov facilitent I’analyse des performances des systémes dynamiques
dans de nombreux domaines d’application. Elles sont souvent utilisées par le biais d’un forma-
lisme de haut niveau. Parmi les différents formalismes couramment utilisés, on se place dans
le cadre des réseaux d’automates stochastiques (SAN). De nombreux travaux dans ce domaine
traitent les systemes a temps continu. Les systémes a temps discret sont plus délicats a modéli-
ser, car plusieurs événements peuvent avoir lieu pendant une méme unité de temps (événements
en conflit). Nous définissons un formalisme de SAN pour les modéles a temps discret qui gére les
événements en conflit, et nous proposons un algorithme de génération de la chaine de Markov
équivalente.

ABSTRACT. Markov Chains facilitate the performance analysis of dynamic systems in many ar-
eas of application. They are often used through a high-level formalism. Several of these are
currently used, specially for continuous-time systems, and we work on Stochastic Automata
Networks (SAN). Discrete-time systems are more difficult to model, because several events can
occur during the same time slot (conflicting events). We define a SAN formalism for discrete-
time models, and we present an algorithm to generate the equivalent Markov chain.

MOTS-CLES : évaluation des performances, chaines de Markov, réseaux d’automates stochas-
tiques, temps discret, événements en conflit.
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1. Introduction

Les chaines de Markov facilitent 1’analyse des performances des systemes dyna-
miques dans de nombreux domaines d’application [STE 94] griace a un ensemble de
théorémes qui permettent de mettre en ceuvre des calculs matriciels pour I’obtention
des indices de performance attendus.

Plusieurs formalismes de haut niveau ont été proposés pour permettre de générer
des chaines de Markov trés grandes et tres complexes de facon compacte et struc-
turée. Par exemple, les réseaux d’automates stochastiques (SAN) [PLA 84, FER 98],
les réseaux de files d’attente [BUC 94], les réseaux de Petri stochastiques généralisés
[MAR 95, DON 94], les algebres de processus [HIL 95] sont largement utilisés dans
divers domaines d’application, grace a leur grand pouvoir de modélisation. Le systeme
est alors représenté sous forme de sous-systémes qui interagissent. Il est alors possible
d’obtenir le générateur infinitésimal de la chaine de Markov a partir du formalisme de
haut niveau, et de calculer les solutions stationnaires et transitoires. Lors de 1’ utilisa-
tion de tels formalismes, un logiciel permet souvent de générer I’espace d’états et de
calculer des indices de performances [KEM 96, BUC 00, CIA 99, PLA 91].

Le formalisme des réseaux d’automates stochastiques (SAN) a temps continu
a déja été largement développé depuis une vingtaine d’années [PLA 84, PLA 91,
FER 98]. Les sous-systemes sont des automates traditionnels auxquels on rajoute des
comportements stochastiques et des mécanismes de synchronisation. La matrice de
transition de la chaine de Markov peut alors &tre exprimée sous un format tensoriel.

La plupart des travaux en évaluation de performance utilisent des chaines de Mar-
kov a temps continu et notamment les approches précédemment citées. La raison en
est double : pour les systemes que nous voulons modéliser, les hypotheses probabi-
listes qui sont celles du temps continu (durée ayant une distribution exponentielle,
donc non bornée et sans mémoire, aucune simultanéité d’événements) conviennent
d’une part, et d’autre part, ces hypotheses probabilistes rendent aisée la génération de
la matrice de la chaine de Markov sous-jacente.

Il n’en est pas moins vrai que I’intérét d’étudier un systeme en temps discret est
réel : les modeles en temps discret permettent de coller a la réalité (donc d’ajuster cor-
rectement les probabilités de transition), quand celle-ci est pergue lors d’intervalles
de temps discrétisé, ils permettent de modéliser des durées fixes et bornées et enfin
la simultanéité d’événements est possible. Si les théoremes de calcul de la théorie de
Markov sont les mémes en temps discret et continu, la difficulté, pour les chalnes de
Markov en temps discret est le calcul effectif de sa formulation matricielle. Cette dif-
ficulté vient essentiellement de la combinatoire générée par la possibilité d’avoir des
événements simultanés. Cette combinatoire est particulierement importante dans le
cas de modeles a base de composants, comme les SAN, dédiés a I’étude des systemes
paralleles et distribués.

La section suivante présente plus en détail le probleme lié aux événements en
conflit, a travers différentes techniques de modélisation a temps discret que 1’on trouve
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dans la littérature, notamment pour le formalisme des réseaux de Petri, des files d’at-
tente, et des réseaux d’automates stochastiques. La principale contribution de cet ar-
ticle consiste en un nouveau formalisme de réseaux d’automates stochastiques (SAN)
a temps discret, présenté en section 3. Un algorithme pour générer la chaine de Mar-
kov équivalente a un tel modele est détaillé en section 4. Nous présentons en section 5
un exemple d’application. Pour conclure, nous évoquons les travaux en cours sur ce
formalisme, ainsi que les perspectives ouvertes par ces travaux.

2. Modélisation en temps discret

Parmi les modeles de performance a temps discret, les plus développés sont les ré-
seaux de files d’attente et les réseaux de Petri. Nous détaillons également une approche
basée sur le formalisme des réseaux d’automates stochastiques.

2.1. Réseaux de Petri

Les réseaux de Petri a temps discret peuvent étre classés en deux familles. Tout
d’abord, les réseaux de Petri temporisés [HOL 87, ZUB 91] permettent une modélisa-
tion du temps sur un espace entier, et leur objectif consiste principalement a faire de la
vérification de systemes temporisés temps réel. Leur comportement n’est pas stochas-
tique, mais déterministe. Les techniques d’analyse de ces modeles sont relativement
complexes.

L autre famille est celle des réseaux de Petri stochastiques. De nombreux travaux
existent sur ces modeles, et proposent souvent différentes sémantiques pour traiter le
probleme des événements en conflit.
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Figure 1. Différentes sémantiques pour traiter les événements en conflit
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Lorsque nous considérons un modele en temps discret, il se peut que plusieurs
transitions soient candidates au méme instant, comme par exemple les transitions ¢1
et t2 dans la figure 1a. Les transitions sont dites en conflit. Il faut alors choisir quelle
transition tirer. Nous associons 1’événement e a la transition ¢1 et I’événement f a la
transition ¢2. La probabilité d’occurrence de e est p, celle de f est q.

Le probleme des conflits ne se pose pas en temps continu. En effet, dans ce cas,
I’occurrence des événements est strictement ordonnée avec le temps, et la simultanéité
de deux événements ne se produit donc jamais.

Nous trouvons différentes sémantiques pour traiter les conflits dans la littérature
des réseaux de Petri. Ces sémantiques sont expliquées a I’aide du graphe des mar-
quages du réseau de Petri. Les sommets de ce graphe correspondent aux marquages
possibles. Dans I’exemple de la figure 1, le marquage zyz signifie qu’il y a = jetons
dans la place pl, y jetons dans la place p2 et z jetons dans la place p3. Les étiquettes
sur les transitions correspondent a la probabilité de passer d’un marquage a un autre
dans le réseau de Petri.

Dans les premiers travaux de Molloy [MOL 85] sur les réseaux de Petri stochas-
tiques a temps discret, les deux événements en conflit e et f ne peuvent pas avoir lieu
en méme temps. Dans le graphe des marquages du réseau de Petri (figure 1b), nous
divisons les probabilités par (1 — pg) pour avoir une somme des probabilités égale a 1.
Ainsi, si aucun événement n’a lieu (probabilité (1 — p)(1 — ¢)), nous restons dans le
méme état, sinon le jeton va dans la place p2 ou p3.

Dans 1’approche de Ciardo [CIA 94, CIA 95, Z1J 96], nous affectons un poids a
chaque événement : w1 et w2. Les probabilités ne sont alors plus divisées comme pour
[MOL 85], mais nous considérons que les deux événements peuvent se déclencher
simultanément (probabilité pg), et la place du jeton dépend alors des poids (probabilité
wl/(wl + w2) que ’événement e ait effectivement lieu). La figure Ic illustre cette
sémantique.

L approche évoquée dans [SCA 98] est similaire a celle de Ciardo, avec des poids
fixés dans ce cas & 1/2. Ces travaux proposent également un formalisme tensoriel pour
représenter la chaine de Markov a temps discret.

2.2. Réseaux de files d’attente

Les réseaux de files d’attente a temps discret ont été développés dans [GEL 98,
WOO 94]. Dans ces modeles, la simultanéité des arrivées et des départs de clients est
prise en compte avec différentes hypotheéses qui permettent de représenter des rem-
placements de clients dans une file. Par exemple, si I’on se place dans une hypothese
d’arrivées tardives et que 1’on considere une file d’attente pleine, on peut avoir dans
une méme unité de temps le service d’un client puis I’arrivée d’un nouveau client dans
la file.
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2.3. Réseaux d’automates stochastiques

Un formalisme de réseaux d’automates stochastiques a temps discret a été€ proposé
dans [ATI 92, GUS 03]. Dans cette approche, la notion d’événements compatibles a
été introduite pour identifier les événements pouvant avoir lieu simultanément pendant
une méme unité de temps. L’ensemble des événements compatibles doit alors étre
donné dans le modele SAN, il est supposé connu. De plus, une contrainte globale sur la
somme des probabilités (inférieure a 1) doit étre vérifiée pour s’assurer que le modele
est correct. Cependant, la sémantique en cas de conflit ne précise pas quel événement
va avoir lieu en premier, et ceci peut engendrer plusieurs comportements différents du
modele. Ainsi, si I’on a deux événements compatibles avec des taux fonctionnels, il
se peut que I’un d’eux ait lieu et qu’alors le deuxieéme devienne impossible.

Nous présentons une refonte du formalisme de SAN a temps discret, en recher-
chant d’une part la simplicité du modele, et d’autre part en explicitant la sémantique
en cas de conflit. Un algorithme permet de générer la chaine de Markov pour cette
sémantique, et les événements en conflit sont identifiés automatiquement lors de la
génération.

La différence principale avec les SAN a temps continu est liée a la simultanéité
possible des événements dans les modeles en temps discret. Nous devons alors choisir
la sémantique a appliquer lorsque cela est possible.

Si nous considérons par exemple le probleme classique de 1’exclusion mutuelle,
nous pouvons envisager qu’il y ait dans un méme intervalle de temps une relache
de la ressource suivie d’une prise de ressource par un autre client. Nous choisissons
pour notre part de donner des priorités aux événements, et de prendre en compte les
événements dans I’ordre de priorité tant qu’ils sont possibles. Cela n’était pas le cas
dans I’approche de [ATI 92]. Nous détaillons maintenant ce nouveau formalisme de
SAN a temps discret.

3. Formalisme de SAN a temps discret

L’approche modulaire des réseaux d’automates stochastiques nous amene a décrire
le systtme comme un ensemble de sous-systemes qui interagissent. Chaque sous-
systeme est modélisé par un automate stochastique, et des régles établies entre les
états internes de chaque automate permettent de décrire les interactions entre les sous-
systemes. Nous commencons par une rapide présentation informelle des SAN a temps
discret avant de définir le formalisme, afin d’en aider la compréhension.

3.1. Présentation informelle

Un réseau d’automates stochastiques a temps discret est constitué d’un ensemble
d’automates et d’un ensemble d’événements. Les états internes, ou états locaux d’un
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automate correspondent aux différents états possibles du sous-systeéme modélisé par
cet automate.

L’occurrence d’un événement peut modifier I’état interne d’un ou de plusieurs au-
tomates. Lorsqu’un seul automate est impliqué, 1I’événement est dit local. Sinon, nous
parlons d’événement synchronisant. Dans tous les cas, nous avons un changement de
I’état global du systéme, qui est un tuple des états internes de chaque automate.

Chaque automate est ainsi caractérisé par un ensemble d’états et un ensemble de
transitions, étiquetées par des événements, qui permettent de changer 1’état de I’au-
tomate.

Pour représenter graphiquement un réseau d’automates stochastiques, nous pou-
vons ainsi associer un graphe a chaque automate. Les neeuds du graphe correspondent
aux états locaux de 1’automate, et les arcs sont étiquetés par une liste d’événements.
11 se peut en effet que plusieurs événements distincts produisent le méme changement
d’état local dans un automate. Dans ce cas, nous avons formellement une transition
par événement, et I’arc du graphe représente toutes ces transitions en méme temps.

3.2. Définition formelle

Nous considérons la formalisation d’un réseau d’automates stochastiques com-
portant N automates stochastiques A, i € {1,..., N}, et un ensemble d’événe-
ments &.

Un automate stochastique A% est constitué de :
— un ensemble d’états locaux S ;
— un ensemble de transitions 7'(9).

Le nombre d’états locaux de I’automate est n; = |S(¥|, et (9 € S(9) est un état local
de ’automate A®.

Un état global du SAN est un tuple (x(l),...,g(N)) avec, pour i € {1,...,N},
z® e S, I’espace d’états produit, noté .S, est ’ensemble des états globaux
du SAN. Le nombre d’états globaux est |S| = Hf\;l n;.

Définition 1. Un événement e € £ est défini par :

— une probabilité d’occurrence de I’événement pt., qui est une fonction de S dans
[0,1]

— une priorité prioe, qui détermine comment agir en cas de conflit. C’est un entier
strictement positif, 1 est la priorité maximum et +00 la priorité minimum ;

— un ensemble d’automates impliqués par cet événement Q. (I’occurrence de e
entraine une modification de I’état local de chacun de ces automates).
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L’événement e est ditlocal a I’automate A si O, est réduit a {.A} Sinon, I’événement
est dit synchronisant.

Notons qu’une probabilité d’occurrence constante peut étre vue comme une fonc-
tion qui a toujours la méme évaluation, quels que soient les arguments. A chaque
intervalle de temps, tout événement peut soit avoir lieu, soit ne pas avoir lieu : la loi
d’occurrence d’un événement est une variable aléatoire indépendante suivant une loi
de Bernouilli.

Pour permettre la simultanéité des événements, nous voulons pouvoir rendre un
événement possible dans certains états méme si cet événement ne peut en fait avoir
lieu que si un autre événement a eu lieu avant, au cours de la méme unité de temps. Par
exemple, dans une file d’attente de capacité finie, un nouveau client peut étre admis
dans une file pleine lorsqu’un départ a lieu durant cette méme unité de temps. Cette
possibilité est indiquée dans le modele par une transition vers un état fictif, appelé
état vide, dont nous détaillerons le fonctionnement par la suite. Cet état particulier est
noté x,.

Définition 2. Pour chaque automate A9, une transition t() est définie par :

— un état de départ Ty 4o, € SO et un état d’arrivée Zy() qrr € SO U, ;

— un événement associé a la transition evt,y = e € & ;

— une probabilité de routage ), qui est une fonction de S dans [0,1]. Siz € S,
) () est la fonction évaluée pour I’état x.

T est ’ensemble des transitions.

Notons qu’un méme événement e peut tre associé a plusieurs transitions. C’est le
cas d’un événement synchronisant, ou d’un événement qui peut avoir lieu dans plu-
sieurs états locaux distincts d’un méme automate (donc générant plusieurs transitions
dans cet automate).

De plus, pour tout état global z = (1), ..., 2(™)) et tout événement e € £, si nous
considérons le sous ensemble des transitions ¢ € T telles que Tyi) dep = (),
Ty() qrr € S (i) et evt,i) = e, alors la somme des probabilités de routage correspon-

dant a ces transitions, évaluées pour I’état x, doit étre égale a 1.

Il faut également remarquer que, dans certains cas, plusieurs événements peuvent
conduire a partir d’un état local de départ donné dans un méme état local d’arrivée.
Dans ce cas, I’arc du graphe représentant 1’automate est étiqueté par une liste d’évé-
nements, mais formellement nous définissons une transition de T'(*) pour chaque évé-
nement de la liste.

Définition 3. Dans un état global z = (zV,...,z™) € S, Iévénement ¢ € &£
est possible si et seulement si, pour tout automate AD € O,, il existe au moins une

transition t@ € T telle que Z4() dep = 2@ et evti) =e.
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L’ensemble des événements possibles dans I’état x est noté EP(z)!.

L’événement e est réalisable depuis x si et seulement si e € EP(z), et si chaque
transition t9 définie ci-dessus vérifie Ty(i) grr € SO et pto(z) # 0.

L’événement e réalisable depuis x qui a la priorité maximale dans I’ensemble des
événements réalisables depuis = a lieu avec la probabilité pte(x) (probabilité d’oc-
currence fonctionnelle évaluée pour 1’état de départ), et le nouvel état du SAN
z' = (&', ..., '™ est défini par :

—pour A%D € O, pour chaque transition t@ telle que Ty) dep = (@) er
evt, i) = e, nous avons ') = Ty(i) qpr avec la probabilité de routage i) () ;

— pour les autres automates A(z), nous avons .Z'I(i) = .Z'(z)

' est un état successeur de x.

Du fait des taux fonctionnels et des événements synchronisant, certains états de
S ne sont pas accessibles depuis un état initial fixé (la probabilité que le SAN arrive
dans cet état a tout instant est nulle). L’état initial, qui est par définition accessible,
est choisi arbitrairement (c’est la modélisation du systeéme qui détermine souvent ce
choix). A partir de cet état, nous pouvons calculer les états successeurs de . Ces états
sont accessibles par définition, et les états successeurs de chaque état accessible sont
également accessibles. Nous pouvons donc obtenir par itération I’ensemble des états
accessibles du SAN, noté S, et S C S,

Afin de comprendre I'intérét de ces définitions, considérons le scénario suivant
qui sera formalisé dans la section 4. Dans le méme intervalle de temps, tous les événe-
ments de EP(x) sont susceptibles d’avoir lieu, du plus prioritaire au moins prioritaire.
Apres avoir atteint I’ état successeur z’, nous considérons que EP(x) est diminué de
I’événement e qui a eu lieu. Nous recommencons alors cette procédure tant qu’il y a
des événements dans EP(z), pour I’événement le plus prioritaire, a partir de 1’état z’
(recherche des successeurs de z'). A chaque étape, 1’état de départ que nous exami-
nons est appelé 1’ état courant.

Une transition ¢ vers I’état vide permet de rendre un événement possible dans un
état donné, sans qu’il soit réalisable. Soit e = evt; et * = Ty gep. L'état d’arrivée
est Ty, qrr = Ty. Dans ce cas, I’événement e ne peut avoir lieu depuis = seulement si
un événement e’ plus prioritaire a lieu avant, et si I’événement e est réalisable depuis
I’état atteint par I’occurrence de e'.

Ainsi, une transition ne peut mener a 1’état vide que s’il n’existe pas d’autres tran-
sitions définies par le méme état de départ et le méme événement, dont I’état d’arrivée
est différent de 1’état vide. En effet, dans ce dernier cas, I’événement est possible de-
puis I’état de départ donc il est inutile de rajouter une transition menant a I’état vide,
cette derniere ne servant qu’a rendre possible I’événement depuis 1’état de départ. Par

1. Dans [ATI 92], EP(x) correspond a I’ensemble des événements compatibles a partir de .



SAN a temps discret 237

définition, aucune transition ne part de I’état vide vu que ce n’est qu’un état fictif qui
sert a rendre possible certains événements.

Considérons par exemple une file d’attente dans laquelle les départs sont plus prio-
ritaires que les arrivées. Lorsque la file est pleine, nous pouvons autoriser une arrivée
(transition vers I’état vide qui rend 1I’événement arrivée possible), mais une arrivée ne
pourra effectivement avoir lieu que si un départ a lieu avant. Sinon, la file étant pleine,
il ne peut pas y avoir d’arrivée.

Nous détaillons maintenant comment construire la chaine de Markov a temps dis-
cret qui représente le systeme. Cette chaine ne contient que les états accessibles du mo-
dele. La sémantique d’un réseau d’automates stochastiques est définie par une chaine
de Markov, et nous appelons cette chaine de Markov la chaine de Markov équivalente
au modele.

4. Construction de la chaine de Markov équivalente

Les chaines de Markov permettent de décrire I’évolution temporelle d’un systeme
dynamique, en définissant un espace d’état dans lequel se promene aléatoirement le
systeme. Une chalne de Markov a la propriété suivante : son évolution ne dépend que
de I’état courant, mais pas de son passé.

Nous présentons tout d’abord un algorithme qui permet de construire la chaine de
Markov qui représente le systeme que 1’on modélise (chaine de Markov équivalente),
puis nous illustrons le déroulement de 1’algorithme a 1’aide d’un exemple. Enfin, nous
expliquons comment la chaine de Markov équivalente est définie.

4.1. Algorithme de construction de la chaine de Markov équivalente

Les états de la chaine de Markov sont les états accessibles du SAN (ensemble .S).
Pour construire les transitions de la chaine de Markov, nous étudions les états de départ
les uns apres les autres, et nous calculons les probabilités d’aller dans un autre état.

Nous présentons tout d’abord le squelette de I’algorithme qui permet de générer
tous les états successeurs d’un état accessible donné z, et les probabilités de transition
associées. Nous obtenons ainsi toutes les transitions partant de 1’état x dans la chaine
de Markov.

Au démarrage de 1’algorithme, I’état courant y = z, et nous examinons alors tous
les événements e € EP(z), du plus au moins prioritaire.

— si e est réalisable depuis y, il peut avoir lieu ou non, avec les probabilités respec-
tives pt. (y) et 1 — pte(y). S’il n’a pas lieu, 1’état courant ne change pas. Sinon, nous
obtenons un ensemble d’états successeurs de y qui peuvent étre obtenus par différents
routages ;
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— si e n’est pas réalisable, la probabilité qu’il n’ait pas lieu est 1. On reste donc
dans le méme état.

A partir de tous les états successeurs obtenus (nouveaux états courants), nous trai-
tons les événements de EP(x) qui suivent par ordre de priorité.

Remarquons que nous décidons ainsi de la sémantique lorsque plusieurs événe-
ments arrivent dans le méme intervalle de temps. Apres avoir déclenché I’événement
le plus prioritaire, on atteint un état successeur, et nous regardons si I’événement de
EP(x) suivant (par ordre de priorité) est réalisable depuis cet état.

Lorsque I’ensemble des événements est épuisé, les états atteints sont des états de la
chaine de Markov, obtenus éventuellement par I’occurrence simultanée de plusieurs
événements (les événements de EP(x) qui ont eu lieu). Ces états sont appelés les
états accessibles depuis x.

L’algorithme 1 calcule 1’ensemble des états accessibles depuis un état z donné,
ainsi que la probabilité d’accéder a chacun de ces états. Cet ensemble est représenté
par un ensemble de couples (état, probabilité). Toutes les transitions de la chalne de
Markov partant de 1’état « sont alors obtenues, ainsi que les probabilités correspon-
dantes. Les nouveaux états sont des états de la chaine de Markov, et nous appelons
itérativement I’algorithme 1 avec ces nouveaux états en entrée. Ces appels permettent
d’explorer I’espace des états accessibles du SAN S, et nous obtenons au final toutes
les probabilités de transition d’un état a un autre.

4.2. Exemple d’illustration du déroulement de I’algorithme

Nous illustrons maintenant le déroulement de 1’algorithme sur un petit exemple
d’étude. Le systeme considéré est celui de 1’exclusion mutuelle. Deux clients désirent
utiliser une unique ressource. Chaque client peut étre soit dans I’état repos (il n’uti-
lise pas la ressource), soit dans 1’état activité (il utilise la ressource). Nous modélisons
donc chaque client par un automate  deux états : AM et A sont les automates dé-
crivant respectivement les clients 1 et 2. Les états internes de chacun de ces automates
sont repos et activité.

AM) (client 1) A®) (client 2)

P P2

ST RN

T1 T2

Figure 2. Modeéle d’exclusion mutuelle
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Entrée : un réseau d’automates stochastiques, et un état z = (x(l), oz )).

Sortie : un ensemble de couples (état, probabilité) correspondant aux états accessibles
depuis z dans le SAN, et la probabilité d’y accéder.

1. Initialiser I’ensemble des états a traiter E = {(z, 1)} (au démarrage de I’algorithme,
la probabilité d’étre dans 1’état = est 1).
Soit L I’ensemble des événements possibles depuis z, L = EP(z).

2. Tant que L n’est pas vide,

— Choisir un événement e € L parmi ceux de plus haute priorité, et supprimer e
de I’ensemble L.

— Initialiser le nouvel ensemble d’états accessibles E' = { } (c’est I’ensemble des
états que 1’on peut atteindre suivant I’occurrence ou non de e depuis ).

— Pour tout (y,p) € E,
- Si e n’est pas réalisable depuis y, E' = (y,p) U E’

(il n’y a pas de nouvel état accessible, on reste dans 1’état ).

- Sinon (e est réalisable),

N

a. e n’a pas lieu avec la probabilité 1 — pt.(y), d’ou
E' = (y,p(1 - pte(y))) UE".
b. 11 faut envisager tous les cas ol e a lieu, on obtient un ensemble
d’états successeurs y' ainsi que la probabilité que 1’on soit dans
cet état (p' = p.pte(y)x un produit de probabilités de routage),
et rajouter tous les couples (y',p’) & E'. Le produit de probabilités
de routage est obtenu en regardant chaque état local possible dans
I’état y' pour les automates impliqués par I’événement e, d’apres la
définition 3.
— Lorsqu’on a terminé le traitement d’un événement de L, le nouvel ensemble des
états a traiter est E = E'. On réitere alors 1’étape 2 s’il reste des événements a traiter.

3. Lorsque L est vide, E contient I’ensemble des états accessibles depuis 1’état . La
probabilité associée a un état donné correspond a la probabilité de transition entre x
et cet état.

Algorithme 1. Génération des états accessibles et des probabilités de transition as-
sociées

NOTE. — Les ajouts de couples (y, p) dans I’ensemble E' qui ont lieu lors de I’ étape 2
de I’algorithme 1 sont effectués de maniere a éviter les redondances d’états dans E'.
En effet, si I’état y apparait déja dans E’ (élément (y, p')), il est inutile de créer une
nouvelle entrée dans 1’ensemble, il suffit de rajouter la priorité p a la priorité déja exis-
tante p'. L’ajout correspond alors & modifier I'élément (y,p') en (y,p + p').
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Ce systeme est modélisé uniquement a 1’aide d’événements locaux possédant des
probabilités d’occurrence fonctionnelles. Le modele est représenté par la figure 2.

Les probabilités de prise et de relache de ressource sont respectivement A f et p. La
fonction f a pour role de garantir I’unicité de la ressource. Elle vaut 1 si et seulement
si les deux clients sont dans I’état repos, et 0 sinon.

Nous devons également préciser les priorités de chaque événement. Dans notre
cas, nous considérons que la relache de ressource est plus prioritaire que la prise de
ressource. Ainsi, il se peut que dans une méme unité de temps, un client relache la
ressource, et I’autre client la prenne. Ceci ne peut pas se produire en temps continu.
Nous donnons également des priorités différentes aux deux événements de prise de
ressource pour pouvoir décider quel client prend la ressource lorsqu’ils la demandent
tous les deux en méme temps. Pour notre exemple, le premier client est plus prioritaire.

Nous avons alors les événements suivants :

— la prise de la ressource par le premier client, pq,
avec pty, = Mf, prioy, =2, 0,, = {AD};

— la prise de la ressource par le deuxieéme client, ps,
avec ptp, = Af, prioy, = 3, 0p, = {AP};

— la relache de la ressource par le premier client, r1,
avec ptp, = p, prio,, = 1,0,, = {AD};

— la relache de la ressource par le deuxieme client, r2,
avec pt,, = , prioy, = 1, 0,, = {A®}.

Pour construire la chaine de Markov équivalente a ce modele, nous appliquons
I’algorithme en partant de I’état z = (repos, repos).

Le déroulement de 1’algorithme peut étre représenté de facon arborescente, comme
illustré dans la figure 3. La racine de I’arbre correspond a I'initialisation de 1’algo-
rithme 1 (étape 1), puis nous descendons d’un niveau dans 1’arbre lors du traitement
d’un événement.

A un niveau donné, nous disposons donc d’un ensemble d’états, ainsi que la pro-
babilité d’y accéder depuis 1’état . Nous regardons pour chaque état si I’événement
est réalisable ou non depuis cet état, et nous générons les états successeurs éventuels,
tenant compte de la probabilité d’occurrence de I’événement et des probabilités de
routage éventuelles. A chaque niveau, les ensembles L et E/ sont mis a jour (boucle de
I’algorithme 1 dans I’étape 2).

Les feuilles de I’arbre correspondent aux éléments de 1’ensemble des couples (état,
probabilité) correspondant aux états accessibles depuis z, ainsi que la probabilité d’y
accéder depuis x (étape 3 de 1’algorithme 1).

Pour notre exemple, nous codons 1’état repos par 1 et 1’état activité par 2, un état
global est alors noté Sij, ot ¢ = 1,2 est I’état du premier client, et j = 1,2 est I’état
du deuxieme client (S fait référence au mot anglais state pour étar). L’état initial nous
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L = {p1,p2}
E = {(S11,1)}
L = {pz2}
E = {(S21,), (S11,1 — )}
L={}
B = {(S21,)), (512, (1 — A)A), (S11, (1 — A)(1 — A))}
) po est pas réalisable  —— (521, A)
f))i)aheu — (82,0 — (proba. d’occurrence Af(S21) = 0)
\ i paaliecu(d) —— (512,(1 — A)A)
p1 n’apas lieu
—(S11,1 - A
T-x ( )<p2 napaslieu —— (S11,(1 — A)(1 — X))
[CREY)
L = {p1,r2}
E={(s12,1)} L={p}
E = {(S11, ), (512,1 — p)} L={}
E = {(S21,pX), (S11, (1 — X)), (512,1 — p)}
p1 alieu (\) (821, p)
7o alieu ——(S11, i) < !
(n) p1 wapaslieu 1 — ) —— (S11, u(1 — X))
\ 72 n’a pas lieu —(512,1 — p) —P1 n’est pas réalisable —(512,1 — p)
1 —p) ’ (proba. d’occurrence A f(S12) = 0)
L={p2iri} L= {p)
E={(521,1)} E={(S11,p),(S21,1 — u)} L={}
E = {(512, pA), (511, u(1 — X)), (S21,1 — p)}
p2 alieu (\) — (S12, )
71 alieu — (S11, ) < 2
() p2 mapaslieu (1 —X) — (S11, u(1 — A))
\ 71 n’apaslien (521,1 — p) — P2 n’est pas réalisable — (S21,1 —p)
1 — ’ (proba. d’occurrence A f(S21) = 0)

Figure 3. Déroulement de I’algorithme 1 pour I’exemple de I’exclusion mutuelle

donne un certain nombre d’états accessibles, nous relancons alors 1’algorithme 1 a
partir de ces états pour obtenir tous les états accessibles du modele et les probabilités
de transition d’un état a un autre. Nous obtenons alors les arbres de la figure 3 (un
arbre par appel a I’algorithme).
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4.3. Définition de la chaine de Markov

Les états de la chaine de Markov équivalente (qui définit la sémantique du réseau
d’automates stochastiques) sont les états accessibles. L’ensemble de ces états a été ob-
tenu par I’utilisation itérative de I’algorithme 1, ainsi que les probabilités de transition
d’un état a un autre.

Les probabilités de transition ne dépendent que de 1’état de départ, ce qui nous
assure que cette chaine est un processus sans mémoire. Pour s’assurer que nous obte-
nons bien une chaine de Markov, il reste a vérifier que pour chaque état de la chaine,
la somme des probabilités partant de cet état est égale a 1 (c’est la somme des proba-
bilités sur une ligne de la matrice de transition).

En partant de I’algorithme 1, nous montrons qu’a chaque itération, la somme des
probabilités des états dans F est égale a 1. Notons Y E cette somme. La preuve est
faite par récurrence.

Au départ, E = {(z,1)},donc > E = 1.

Supposons qu’a une étape donnée (une étape correspond au traitement d’un évé-
nement de L), nous avons » , E = 1. Nous générons a partir de tout (y,p) de E un
ensemble

1) E1 = {(y,p)} sil’événement n’est pas réalisable, ou bien

2) E2 = {(y,p(1 — pte(v))), (v1,p-pte(y)-m1(y)), -, (zr, p-pte(y) 7 (y)) }
si I’événement est réalisable.

Dans le deuxieme cas, 7;(y) (i € {1,...,r}) représente la probabilité de routage
pour aller dans I’état y; (dans le cas d’événements synchronisant, ¢’est le produit des
probabilités de routage dans chaque automate).

z El=p
> B2 =p(1—pte(y)) + p-pte(y)-m(y) + - + p-te(y)-m2(y)

> E2=p(1 - pte(y)) + ppte(y).(mi(y) + - + 7 (y))

Nous avons alors

Par définition du routage, 71 (y) + ... + 7-(y) = 1 donc

> B2 =p(1 - pte(y)) + p-pt(y)

ZEQ:p

Dans les deux cas, la somme des probabilités de I’ensemble généré par I’élément
(y,p) de E est égale & p. Le nouvel ensemble E' est I’'union des ensembles générés
pour chaque élément de F, donc

Y E =) E=1
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La chaine obtenue est bien une chaine de Markov, ce qui prouve la cohérence de
la sémantique utilisée.

Reprenons I’exemple de 1’exclusion mutuelle présenté précédemment. A partir des
différents appels a I’algorithme, détaillés dans la figure 3, nous pouvons en déduire la
chaine de Markov équivalente (figure 4) et sa matrice de transition (états dans 1’ordre

S11, 512, 521):

L-NI=N) A1=X) A
p(l=2)  (L—p)
(1—A)(1—>\) >\(1—>\)

(1*>\)

p(l—X)

Q

1—p

Figure 4. Graphe de la chaine de Markov équivalente : exemple de I’exclusion mu-
tuelle

5. Exemple de modélisation

Nous proposons dans cette section la modélisation d’une unique file d’attente de
capacité finie C' a temps discret, avec différentes politiques de service [GEL 98].

La file est modélisée par un unique automate A comportant C' + 1 états. L’état ¢
(1 € {0,...,C}) signifie qu’il y a ¢ clients dans la file. L’état vide x,,, qui est un état
fictif permettant de rendre possibles certains événements, est également utilisé dans
cet automate.

Les arrivées de clients sont modélisées par I’événement local a, et les départs par
I’événement local d. En temps discret, il peut y avoir durant une méme unité de temps
une arrivée et un départ. On n’autorise en revanche pas plusieurs départs ou arrivées
dans la méme unité de temps dans cet exemple par souci de simplification.
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Il faut décider I’ordre dans lequel ont lieu les arrivées et le service des clients
[GEL 98] :

— early arrival system (départs tardifs) — dans ce systeme, les départs ont lieu
apres les arrivées. Ainsi, nous pouvons avoir dans une méme unité de temps une arri-
vée, puis un départ;

— late arrival system (arrivées tardives) — dans ce cas, les départs ont lieu au début
de I'unité de temps, et les arrivées a la fin.

Dans le cas de départs tardifs, I’événement a (arrivée) doit donc étre plus prioritaire
que I’événement d (départ). En revanche, lorsque les arrivées sont tardives, c’est d qui
est plus prioritaire que a.

Ce modele de file d’attente a temps discret est illustré dans la figure 5 pour chacun
des deux cas. Le SAN est réduit a un unique automate pour chaque cas.

a a a

N

@\/@‘\/@‘\/ ‘d\/@

d d d

a. Early arrival system (départs tardifs)

a

ol > e w

d d

b. Late arrival system (arrivées tardives)

Figure 5. File d’attente a temps discret — SAN

Dans le modele a (départs tardifs), une transition est ajoutée de 1’état O vers 1’état
vide z,,. Cette transition permet de rendre possible le départ d’un client méme lorsque
la file est vide. L’événement d n’est cependant pas réalisable lorsqu’il n’y a pas de
client, mais il est rendu réalisable lorsqu’une arrivée d’un client se produit avant (dans
la méme unité de temps). On autorise ainsi I’occurrence «simultanée» d’une arrivée
et d’un départ lorsque la file est vide dans ce modele. Pour assurer les départs tar-
difs, I’événement a est plus prioritaire que 1’événement de départ d dans ce modele.
Notez qu’aucune transition ne part de 1’état vide x, vu que ce n’est pas un état réel
de I’automate, mais un simple état fictif qui permet d’autoriser cette simultanéité des
événements. L’automate n’est jamais dans I’état x,,.

Dans le modele b (arrivées tardives), c’est le phénomene inverse. On autorise une
arrivée dans 1’état C' correspondant a une file d’attente pleine, car 1’arrivée peut avoir
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lieu si un client est servi durant la méme unité de temps. Dans ce cas, une place est
libérée et un nouveau client peut arriver. Pour ce modele, ce sont les départs qui sont
plus prioritaires que les arrivées, les arrivées sont donc tardives.

A+ (1= 21— p)

AL — p) AL — p) Al —p)
Y TN
Au+(1—>\)<@\/ - @)17,;
p(1=2) (1 =) e

a. Early arrival system (départs tardifs)

Ap+ (1= N1 —p)

oo (@2t -m
v
nd=x  w-x el

b. Late arrival system (arrivées tardives)

Figure 6. File d’attente a temps discret — Graphe de la chaine de Markov

La figure 6 représente le graphe des chaines de Markov associées a ces deux mo-
deles. Les valeurs A et p correspondent respectivement aux probabilités d’occurrence
des événements a et d. Les probabilités de transition pour passer d’un €état a un autre
sont calculé a 1’aide de 1’algorithme 1 présenté dans la section précédente.

6. Conclusions et perspectives

Nous avons présenté un formalisme de SAN a temps discret, et donné un algo-
rithme de génération de la chaine de Markov équivalente a partir du SAN. Cet algo-
rithme procede en générant I’ensemble des états accessibles depuis un état de départ
donné, ainsi que les probabilités de transition associées a chacun de ces états. C’est un
algorithme de génération de I’espace des états accessibles pour des modeles a temps
discret, qui détecte et traite au passage les événements du modele en conflit. La sé-
mantique du modele en cas de conflit a été détaillée. Pour cela, une priorité doit étre
associée a chaque événement, et le comportement du modele est déterminé a 1’aide
de ces priorités lorsqu’il y a un conflit (dans ce cas, la spécification stochastique du
modele est insuffisante).

Un probleme ouvert reste I’attribution des priorités, qui doit étre effectuée par
I’utilisateur pour donner un sens au modele. Une attribution automatique pourrait étre
envisagée, consistant par exemple a fixer un ordre de priorité sur les automates et sur
certains événements, puis a générer automatiquement la priorité globale de chaque
événement a partir de ces informations.
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L’étude de ce nouveau formalisme reste cependant un domaine de recherche plei-
nement ouvert.

Une premicre piste de recherche est basée sur I’expression de la matrice géné-
rateur de la chaine de Markov. En temps continu, le format tensoriel est largement
utilisé pour représenter la matrice sous forme compacte et structurée. Des travaux si-
milaires ont été effectués pour des réseaux de Petri tels que 1’évolution du processus de
marquage est représentée par une chaine de Markov a temps discret [SCA 98]. Nous
envisageons également de représenter la matrice générateur d’'un SAN a temps discret
a ’aide d’une expression tensorielle. Ceci nécessite la définition de nouveaux opéra-
teurs tensoriels tenant compte des priorités, ce qui n’était pas le cas dans [SCA 98]
(aucune notion de priorité n’est introduite). Chaque élément du générateur ainsi ob-
tenu doit alors correspondre a une probabilité calculée par I’algorithme de génération
de la chalne de Markov.

Enfin, un travail important reste a faire sur les méthodes de résolution sur ce for-
malisme. La représentation du générateur sous forme d’expression tensorielle devrait
permettre d’adapter les méthodes classiques, et notamment d’utiliser I’algorithme du
shuffle [FER 98]. Cependant, la présence des priorités et la modification probable des
opérateurs tensoriels risque d’induire des changements par rapport aux méthodes uti-
lisées sur les réseaux d’automates stochastiques a temps continu. Ceci constitue donc
un domaine de recherche totalement ouvert, mais les travaux sur le sujet ne pourront
commencer que lorsque la définition d’un générateur en format tensoriel aura été ob-
tenue.
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