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L’analyse du graphe formé par les pages Web et les liens hypertextes qui les relient, communément
appelé graphe du Web, a permis d’améliorer la performance des moteurs de recherche actuels. Ainsi,
lancé en 1998, le moteur de recherche Google classe les pages grace a la combinaison de plusieurs
facteurs dont le principal porte le nom de PageRank. Ce dernier est un indice numérique qui utilise
le nombre de liens pointant sur les pages.

Dans cet article, nous analysons une variante du modele PageRank proposée brievement par [K1e98]
que nous justifions a I’aide d’un modele probabiliste de 1’internaute. Nous montrons ensuite en quoi
les travaux antérieurs sur PageRank[PBMWO98, BP98, Kle98, Hav99] conduisent naturellement a un
tel modele. Nous analysons 1’algorithme PageRank[PBMW98] de calcul du rang et en proposons un
nouveau adapté a notre variante. Pour conclure, nous nous intéressons a la convergence de ces deux
algorithmes.
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1 Introduction

Les moteurs de recherche ont développé des méthodes de tri automatique des résultats.
Leur but est d’afficher dans les dix a vingt premiéres réponses les documents répondant le
mieux a la question. Dans la pratique, aucune méthode de tri n’est parfaite mais leur variété
offre a I’usager la possibilité de traquer I’information de différentes maniéres : cette variété
augmente donc ses chances d’améliorer ses recherches.

La méthode de tri la plus ancienne et la plus utilisée est la méthode de tri par pertinence :
on la trouve dans les sites Voila, Lycos, AltaVista, Excite, InfoSeek, ... Elle est basée sur le
nombre d’occurrences des termes de la recherche dans les pages, de leur proximité, de leur
place dans le texte. Malheureusement, cette méthode présente 1’inconvénient d’étre facile a
détourner par des auteurs désireux de placer leurs pages en té€te de liste : pour cela, il suffit
de répéter les mots importants soit dans 1’en-téte, soit dans le texte en utilisant des tech-
niques de spamming (écrire le texte en blanc sur fond blanc par exemple) pour modifier a
son avantage le classement. Les limites du tri par pertinence ont alors conduit a rechercher,
a partir de principes tout a fait différents, d’autres méthodes indépendantes du contenu des
documents. C’est dans ce contexte que sont apparues des méthodes de tri basées sur une
notion de popularité (co-citation, mesure d’audience). Ainsi, lancé en 1998, le moteur de
recherche Google[Goo98] classe les pages grice a la combinaison de plusieurs facteurs
dont le principal porte le nom de PageRank[PBMWOS]. Plus précisément, le classement
des pages est fait en utilisant un indice numérique (le «rang») calculé pour chaque page.

En amont du processus, il y a tout d’abord les robots qui chalutent continuellement le
Web dans I’intention de découvrir de nouvelles pages et a défaut de mettre a jour les an-
ciennes. Ces pages sont stockées dans un entrepdt de données. Viennent ensuite les hy-
perliens qui sont stockées séparément pour former un sous graphe du Web. Ce graphe est
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alors utilisé pour le calcul des rangs de page. Le rang d’une page permettra en particulier
d’ordonner les résultats d’une requéte d’un usager. Dans [PBMW98], les auteurs proposent
un modele de conservation du rang et un algorithme permettant son calcul : 1’algorithme
PageRank.

Cet article a pour objets : de synthétiser les différentes versions de la définition du rang
qui ont été proposées, de préciser leur relation avec la théorie des chaines de Markov,
et d’apporter des éléments théoriques validant les algorithmes qui sont proposés pour le
calcul. En effet, la littérature contient différentes propositions de lois pour la conservation
du rang. D’autre part, si ’article originel fait allusion aux chaines de Markov, I’analyse
n’est pas poussée jusqu’a son terme, ce qui entraine un certain manque de clarté dans
le modeéle et I’algorithme qui en est déduit. Enfin, plusieurs algorithmes ont été décrits, en
relation avec les différents modeles, mais peu d’arguments autres qu’empiriques permettent
d’affirmer qu’ils convergent bien, et la valeur du rang qu’ils calculent n’est pas toujours
claire.

La suite de cet article est organisée comme suit. La section 2 introduit tout d’abord
une variante du modele PageRank proposée brievement par [K1e98] que nous justifions a
I’aide d’un modele probabiliste de I’internaute. Nous rappelons ensuite une série de tra-
vaux antérieurs autour de PageRank en mettant en évidence leur contribution au modele
choisi[PBMW98, BP98, Kle98, Hav99]. La section 3 décrit 1’algorithme PageRank et en
propose un nouveau adapté a notre variante. La derniére section s’intéresse a la conver-
gence de ces deux algorithmes.

2 Modélisation

Dans cette section, nous présentons ce modele sous sa forme fonctionnelle d’abord, puis
vectorielle. Nous lui apportons ensuite une interprétation probabiliste. Nous montrons enfin
en quoi les travaux antérieurs sur PageRank conduisent de toute évidence a un tel modéle.

2.1 Le modéle fonctionnel

Soit G = (S,U) le graphe orienté formé par les pages Web : S et les liens hypertexte qui
les relient : U. G est obtenu par une succession de parcours du Web.
Le rang R d’une page p respecte la loi de conservation suivante :

D R(q)
(p) |~ " (Vq/q pointe sur p dr (q)> * ( ) x (p)]

ol d est un facteur d’amortissement choisi dans [0, 1], d * (g) le degré externe de g et ¢ une
constante de renormalisation permettant de garantir que Y, ¢R(p) =1 (voir I’analyse en
section 4). De plus, on suppose que : Vp € S, R(p) >0, E(p) > 0et 3 ,csE(p) = 1.

E représente donc une loi de distribution sur I’ensemble des pages de S. Généralement, E
est une loi de distribution uniforme : Vp € S,E(p) = % ou n = |S|. Mais il a été proposé que
cette distribution puisse étre «personnalisée» [BMPW98].

On peut se demander ce qui motive donc le choix d’un tel modele. Ce dernier cache en
fait une idée intuitive de propagation de rang assez intéressante. Ainsi, une page recoit un

rang élevé si la somme des rangs des pages pointant sur elle est élevée.

La figure 1 illustre une propagation de rang d’une paire de pages a 1’autre. On y suppose
d =0.9 et n = 10. En observant la page p sur cette figure, nous remarquons que :
— d =90 % de son rang (soit 0.18) est redistribué équitablement sur ses liens sortants
(soit % = 0.09) affectant ainsi le rang des pages pointés par p.
— 1 —d =10 % de son rang (soit 0.02) est dissipée au profit d’une répartition globale
sur I’ensemble du graphe contribuant ainsi a alimenter chaque page d’un rang égal a

1-d _ 0.1 _
1=d — &1 = 0.01.



Nous pouvons vérifier par exemple que le rang de la page r est bien 0.19 :
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F1G. 1: propagation de rang

2.2 Le modéle vectoriel

Le modele fonctionnel précédent peut étre reformulé sous forme vectorielle. Soit E et R
les vecteurs colonne formés respectivement des E(p) et des R(p). Soit A la matrice telle
que ’entrée A[p,g] = 0 s’il n’existe pas de liens sortants de la page p vers la page g. Sinon,
Alp,q] = d+(p)' A est donc une matrice sous-stochastique.

L’équation (1) s’écrit :

R=c(dA'R+(1—-d)E) )

avec ¢ maximal et Yy,cx R(p) = 1. A’ désigne la matrice transposée de A.

En effet, le terme sommation de 1’équation (1) peut étre représenté par la multiplication
matricielle A" x R.

Ecrire que Dvpe ¢R(p) = 1 équivaut matriciellement a écrire que la norme £ du vecteur
Rvaut 1, ||R||1 = 3, |Ri| = 1. Comme Vi € {1,2,--- ,n— 1,n}, R; est positif. On obtient
donc : Y7 R; = 1. L’équation (2) peut étre reformulée comme suit : R = ¢(d A"+ (1 —
d) E x 1)R ou 1 désigne le vecteur ligne ne contenant que des 1. En effet, comme Y} | R; =
1, on obtient alors : 1 xR = 1. Il en découle que : E = E x 1 X R et par conséquent R est un
vecteur propre de la matrice d A’ + (1 — d) E x 1 pour la valeur propre 1/c. Cette propriété
sera exploitée au paragraphe 4.1.

2.3 PageRank, un modéle probabiliste de l'internaute

La définition de 1’équation (2) évoque la distribution stationnaire d’une marche aléatoire
du graphe G. Intuitivement, elle simule donc le comportement d’un internaute surfant sur
le Web.

A chaque page, notre internaute A a la possibilité
— soit de cliquer sur I’un des liens sortants (A’ R) avec la probabilité d.
— soit de zapper, avec la probabilité 1 — d cette fois, sur une page choisie aléatoirement
selon la distribution de E.

[PBMWO98] utilise I’intuition du comportement aléatoire d’un internaute pour interpréter

I’introduction du vecteur E dans leur modele de rang. En effet, pour échapper aux circuits
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sans issue, il est nécessaire «de temps en temps» de sauter aléatoirement vers une page
quelconque du Web. Cependant, les auteurs n’exploitent pas plus loin cette interprétation.
En fait, leur modéle de rang est alors celui de 1’équation (4), qui n’admet pas d’interpréta-
tion probabiliste directe. Nous reviendrons sur cette interprétation au paragraphe 4.1.

2.4 Travaux antérieurs

Avant d’aboutir au modele (1), les concepteurs de PageRank et d’autres auteurs ont ex-
ploré plusieurs possibilités.
[PBMWO8] introduit le modele PageRank en proposant une premiére fonction de rang
pondéré simple :
R(q)
d*(q)

Le réel c est une constante de renormalisation de maniére a ce que Yy,esR(p) = 1.
Hélas, cette fonction n’est valide que dans le cas de graphes fortement connexes.

R(p)=c (3)

Yq/q pointe sur p

En effet, I’existence de puits de rang dans le graphe pousse [PBMW98] a généraliser
en dotant chaque page d’un rang initial(source de rang). Ainsi chaque sommet p se voit
attribuer un rang de E(p) > 0. (3) devient alors :

R(p) = ( 5 M) +E(p>> @
Vq/q pointe sur p

avec ¢ maximal et Yy,csR(p) = 1.

[BP98] propose ensuite une variante empirique du modele en introduisant un facteur de
pondération d € [0, 1], ce qui donne :

R(p):dx( D R(")>+1—d )

Vq/q pointe sur p +(C])

avec pour condition que Yy,csR(p) = 1.

Kleinberg, dans [K1e98], tente d’unifier les équations (4) et (5). Il considére un graphe
orienté G = (S,U) de matrice d’adjacence M. La probabilité d’une transition de la page
i vers la page j dans [BP98] peut étre percue, selon Kleinberg, comme égale a B;; =
d%(l.) M;; + % Soit la matrice B, la matrice dont les entrées sont les B;;. Le vecteur

rang R est alors une solution non nulle et positive de 1’équation B’R = R, et par conséquent
il correspond au vecteur propre dominant de la matrice B’.

Ce modele est repris dans [Hav99]. Selon cet auteur, I’introduction du parametre d’amor-
tissement est destiné a améliorer la «qualité» du PageRank en garantissant la convergence
vers un unique vecteur rang. La matrice A est explicitement supposée stochastique en élimi-
nant itérativement les pages sans liens. Au regard des travaux antérieurs, nous avons donc
fait le choix de suivre I’interprétation (1) de PageRank qui nous semble étre bien mieux
fondée que I’originelle.

3 Algorithmes
3.1 Lalgorithme PageRank

[PBMWO98] décrit I’algorithme PageRank de calcul du rang, basé sur larécurrence R ;11 =
A'R,.

Remarquons que le facteur x augmente la stabilité numérique de I’algorithme en forcant
la condition ||R,+1||1 = 1. Une normalisation alternative (et plus robuste) consisterait a
multiplier R, par un facteur approprié. D’aprés [PBMW9S], I’utilisation de u peut avoir
un léger impact sur I’influence de E. Les auteurs n’apportent aucune preuve de la conver-
gence de cet algorithme.



Algorithme 1: PageRank

Données : ) )
— une matrice sous stochastique A d’un sous graphe du Web G = (S,U)
— un vecteur E positif tel que ||E||; =1
— unréel €
Résultat : le vecteur propre dominant R de la matrice A’
début
Ry =E;
répéter
Ruy1 = A'Ry;
9= 1Rl = [[Ros I

Ru+1 = Rut1 + HE;
d= ||Rn+l _Rn“l;

jusqu’ad <eg;

fin

Les résultats empiriques rapportés dans [PBMW98] indiquent une convergence rapide
de I’algorithme en pratique : en quelques dizaines d’itérations, une approximation raison-
nable de R est atteinte sur un graphe de 322 millions de liens. Les auteurs suggeérent que
I’explication pourrait provenir d’une propriété d’expansion du graphe du Web, et font ré-
férence a [MR95]. En effet, pour un graphe expansif, on sait donner une borne supérieure
pour les valeurs propres de A’ différentes de la valeur propre principale (voir I’analyse en
section 4). En fait, ces résultats s’appliquent a des graphes non orientés de degré constant,
donc pas directement au probléme des pages du Web. Mais il est certain que les relations
entre la topologie du graphe et la vitesse de convergence de ’algorithme restent a explorer.
Il existe des outils analytiques et géométriques permettant d’attaquer le probléme en dehors
du cadre des graphes expansifs [SC96].

3.2 Proposition d’algorithme

La forme vectorielle a permis de voir que le calcul du rang revient a la résolution de
systemes linéaires. D’un autre c6té, la formulation fonctionnelle de ce calcul suggere de
transformer les équations de conservation du rang telles que (1) (ou sa forme vectorielle
(2)) en équation de propagation du rang de la forme :

Riy1 = ¢cn (dA'R,+(1-d)E) , cn tq. ||Renilli=1, (6)

dont (2) constitue I’équation au point fixe associée. Etant donnée la taille des systémes en
question, les méthodes itératives de résolution sont de toutes facons les plus appropriées.

Nous proposons maintenant 1’algorithme PageRank2, un algorithme itératif de calcul du
rang, basé sur la récurrence (6).

Observer que le vecteur initial Ry est mis a la distribution £ «par défaut» mais peut
étre choisi autrement. Par exemple, prendre le résultat d’un calcul précédent peut souvent
accélérer la convergence. Cette remarque s’ applique a I’algorithme précédent, méme si E
y a ’interprétation de «rang initial», voir (4).

4 Analyse

Du point de vue théorique, les premigres questions qui se posent sont : a) existe-t-il un
vecteur de rangs R, et une constante ¢ solutions de 1’équation de conservation (2) ? b) cette
solution est-elle bien définie (unique) ? ¢) I’algorithme itératif (6) converge-t-il vers cette
solution ? La réponse a ces trois questions est apportée par 1’analyse des valeurs propres
de la matrice. Comme il 1’a été observé au paragraphe 2.2, il est possible de reformuler (2)
en:

(dA’+(1—d)E><1)R:%R. 7
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Algorithme 2: PageRank?2
Données :

une matrice sous-stochastique A d’un sous graphe du Web G = (S,U)
— un vecteur E positif tel que ||E||; =1

un réel €

un réel d choisi dans [0, 1]

Résultat : le vecteur propre dominant R de la matriced A"+ (1 —d) E x 1
début
Ro = E;
B'=dA"+ (1 -d)E x 1,
répéter
Ryy1 = BtRn;
H=|[Rugrl|1s
Ryt1= Rﬁi;
O = [|Rn+1— Rull1;

jusqu’ad <eg;

fin

Le probléme est donc : existe-t-il un vecteur positif R qui soit le vecteur propre de la matrice
d A"+ (1 —d) E x 1, pour une valeur propre 1 /¢ >0?

Le Théoréme de Perron-Frobenius permet de répondre. Nous incluons ci-aprés une ver-
sion de ce théoréme (voir par exemple [HIJ85]). On rappelle qu’une matrice est irréductible
si son graphe est fortement connexe, et apériodique si le p.g.c.d. des longueurs des circuits
est 1.

Théoreéeme 1 (Perron-Frobenius) Soit A une matrice positive, irréductible et apériodique.
Alors il existe une valeur propre r de A telle que :
a) r>0;
b) r est associée a un vecteur propre gauche x > 0 et un vecteur propre droity >0 ;
¢) pour toute autre valeur propre h.de A, |N| <r;
d) soitlamatrice L =yx/xy : alors (A/r)" — L quand n — %, et pour tout ¢ > Lmax{|}|,
A\ valeur propre de A # r}, il existe C tel que pour tout n,

IA/r)" =Ll < C¢". (®)
La valeur propre r est dite valeur propre principale (ou : de Perron-Frobenius) de A.

4.1 Existence de solutions

Le Théoréme de Perron-Frobenius s’applique a la matrice B’ =d A'+ (1—-d) E x 1
quand 0 < d < 1. En effet, nous avons supposé que E > 0, donc B,y = dA,; + (1 —
d)E(p) > 0. Ceci implique I'irréducibilité et ’apériodicité de B. Il existe donc une so-
lution R > 0 au systeéme (7), avec pour constante ¢ 1’inverse de la valeur propre principale
de B.

Dans le cas ot d = 1, nous avons B = A et le théoréme ne s’applique que si A est for-
tement connexe (et également apériodique). Dans le cas qui nous occupe, ceci revient a
demander que le graphe du Web soit fortement connexe. Ce n’est pas le cas, et c¢’est ce qui
a conduit a I’abandon du modele simple (3) de conservation du rang. En effet, dans ce cas,
on montre que seules les pages situées dans une composante fortement connexe terminale
peuvent avoir un rang strictement positif.

Un cas bien connu de la littérature est celui ou la matrice A est stochastique (c’est-
a-dire dont les lignes ont une somme qui vaut 1). En effet, dans ce cas la matrice B =
dA+ (1 —d)1" x E" I’est aussi pour tout d € [0,1]. Or, la valeur propre principale d’une
matrice stochastique (et de sa transposée) est » = 1. Le systéme (7) a alors pour solution
¢ =1 et R s’interpréte comme le vecteur de probabilité stationnaires de la chaine de Markov



dont la matrice de transition est B (voir par exemple [KS60]). Cette chaine de Markov est
précisément celle parcourue par un internaute ayant le comportement décrit au paragraphe
2.3. Les résultats classiques permettent de savoir quand le probléme (3) admet une solution
unique, et ce qui se produit dans les autres cas.

Mais en général, la matrice A n’est pas stochastique car il existe des pages dont aucun lien
ne permet de sortir. Telle que la matrice a été construite (voir au paragraphe 2.2), la ligne
correspondant a une telle page est nulle. On obtient alors que A et B sont sous-stochastiques,
et que leur valeur propre principale est 7 < 1 (donc ¢ > 1). Le modele probabiliste que nous
avons imaginé n’est donc pas valide dans ce cas. Ce qui lui manque est la spécification du
comportement quand I’internaute atteint une page-impasse mais qu’il ne «zappe» pas. On
pourrait imaginer qu’il revient sur la (ou une) page précédente, ce qui revient a compléter
les pages sans liens avec un lien «par défaut» vers leur page mere. La matrice A redevient
alors stochastique, et ’interprétation probabiliste tient.

Enfin, notons que le Théoréme 1 permet de prouver aussi 1’existence de solutions aux
modeles de rang (4) et (5), méme si pour eux I’interprétation probabiliste n’est pas perti-
nente.

4.2 Convergence des algorithmes

Nous nous intéressons a présent a la convergence de 1’algorithme itératif PageRank2 de
calcul du rang, basé sur la récurrence (6), ¢’est-a-dire R .41 = ¢,B'R,,.

Soit ¢ = 1/r, r la valeur propre principale de B. La récurrence se résout en :

Ro = (com1/€) (B )Ruc1 = [T (6 /) (cBY'Ro = 1a(cB' V"R,
ol vy, est la constante telle que ||R,||1 = 1. Appliquons la partie d) du Théoréme 1. Nous
choisissons comme vecteur propre droit de B’ le vecteur R tel que ||R||; = 1. Il lui corres-
pond un vecteur propre gauche S tel que SR = 1. Nous avons alors : (¢cB")" = RS + O(¢").
Par conséquent,
Ry =1a (RS + O(@")) Ry =1 R (SRo) + O(@") =8, R + O(¢").

Comme ||R,||1 = 1, il vient : §, = 1 4+ O(¢"). Finalement, nous avons :

R, = R+ 0(¢") - ©)

L’algorithme PageRank2 converge donc vers R, et sa vitesse de convergence est géomé-
trique. Le facteur de convergence dépend du rapport des deux plus grandes valeurs propres
de B.

De méme, si A est stochastique, irréductible et apériodique, 1’algorithme PageRank con-
verge vers un vecteur R et la convergence est géométrique. On en déduit que le nombre
d’itérations nécéssaires pour approcher R a une distance de ¢ est de I’ordre de loge/log¢.

5 Conclusions

Nous avons décrit les principes de la méthode PageRank, et montré ses liens avec la théo-
rie des chafnes de Markov. Nous avons également décrit des algorithmes pour calculer le
rang des pages, et expliqué leur convergence. De nombreuses questions restent en suspens.

D’un point de vue pratique, la méthode fait intervenir deux parametres a priori : le fac-
teur de pondération d et la distribution E. Or, il est clair que la valeur du rang obtenue dé-
pend de ces deux paramétres. Les résultats empiriques s’accordent sur une valeur d = 0.85,
en utilisant pour E la distribution uniforme[BP98]. Peut-on améliorer ce choix ? Le mo-
dele probabiliste de 1’internaute que nous décrivons comme support (implicite) au modele
de rang prédit que le nombre de «clics» consécutifs suit une distribution géométrique de
moyenne d/(1 — d). Cela pourrait donner une facon empirique de trouver d, mais cette loi
est contredite par les résultats rapportés dans [HPPL9S§] et les études qui en ont découlé.

D’un point de vue théorique, il reste a expliquer la convergence rapide des algorithmes,
c’est-a-dire la petitesse de la valeur ¢ dans (9). Parmi les outils abordant cette question,
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nous avons mentionné les graphes expansifs [MR95], et les approches analytiques ou géo-
métriques du calcul du «trou spectral» [SC96]. Un autre sujet intéressant serait de trouver
comment exprimer le rang comme fonction plus explicite du graphe du Web. Par exemple,
certains travaux font apparaitre que les distributions du rang et du degré des pages suivent
toutes deux une loi de puissance[PRU].

Du point de vue algorithmique, la question est d’augmenter encore la vitesse de calcul du
rang, sachant que le graphe est énorme et dynamique. Une idée serait d’utiliser les résultats
précédemment calculés (incrémentalité€), mais aussi de décomposer le calcul en «blocs»
selon les vitesses d’évolution respectives (parallélisme, asynchronisme). Pour avancer dans
cette direction, il est sans doute nécessaire d’en savoir plus sur la structure du graphe lui-
méme, et sur sa dynamique.

Enfin, il nous semble intéressant d’étudier 1’utilisation de cette notion de rang et de
popularité dans d’autres domaines que celui de la recherche d’informations sur le Web :
par exemple pour la visualisation de graphes complexes, il est utile de savoir mettre en
valeur les sommets les plus pertinents.
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