» MP & MP* — Option Informatique
Année 2006—2007, Quatrieme TP Caml

Multiplication de polynomes

Dans ce TP, nous allons étudier 3 fagons différentes de multiplier des polynémes a coefficients
entiers. Ce sont 3 des 4 fagons les plus utilisées dans les différents logiciels. De plus, les mémes
techniques s’appliquent tres facilement aux multiplications de grands nombres entiers. Deux
des méthodes que nous allons voir utilisent la technique dite diviser pour régner, qui consiste
a découper un gros probléme en deux (ou plus) sous-problémes qu’on subdivisera de nouveau.
Cette technique est par exemple utilisée dans le tri fusion.

1 Différentes fonctions auxilliaires

En Caml, aucun type ”polynéme” n’est prédéfini; nous
allons donc en définir un, ainsi que des fonctions
de base (notamment pour accéder aux coefficients).
» Question 1 Définissez un nouveau type Caml pour

représenter un polynome. Cela pourra étre par exemple

un vecteur d’entiers. ) o
Maintenant que 1’on a ce type, il faut définir des fonc-

tions de base pour le rendre utilisable :
» Question 2 FEcrivez les fonctions degre qui renvoie

le degré d’un polynéme (ou plutét la taille du vecteur le
représentant), get_coef et set_coef qui renvoie et définit
le coefficient de degré i d’un polynéme, une fonction
nouveau_polynome qui crée un polynéome nul de taille
donnée, ainsi que la fonction rand_polynome qui génére
un polynéme de degré donné aléatoirement (il n’y a pas
besoin de faire attention a avoir une distribution uni-
forme, c’est uniquement pour tester).
Pour la fonction rand_polynome, on pourra utiliser la
fonction random__int.

degre : polynome —> int = <fun>

nouveau_polynome : int —> polynome = <fun>

get_coef : polynome —> int —> int = <fun>

set_coef : polynome —> int —> int —> unit = <fun>

rand_polynome : int —> polynome = <fun>

Maintenant que nous avons ces fonctions de base,
nous pouvons définir plusieurs opérations de base :
» Question 3 Ecrivez les fonctions addition (respec-

tivement soustraction ) qui additionne (!) (respective-
ment soustrait) deux polynomes. Ecrivez également une

fonction decale_polynome telle que decale_polynome :
(P(X),n) —» P(X).X"

addition : polynome —> polynome —> polynome = <fun>
soustraction : polynome —> polynome —> polynome = <fun>
decale_polynome : polynome —> int —> polynome = <fun>

2 Multiplication naive

Dans cette partie, nous allons nous attarder sur l’al-
gorithme naif de multiplication. Considérons les po-
lynomes P(X) = a3 X3 + ax X2+ a1 X + ag et Q(X) =
b X2 + b1 X + by

Notons R(X) = P(X)Q(X) = c5X° + c4 X* + c3X3 +
02X2 4+ 1 X + ¢p.

On a
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. » Question 4 FEcrivez une fonction mult_coef qui

prend en entrée deux polynomes et calcule le k™€ coef-
ficient du produit.

mult_coef : polynome —> polynome —> int —> int = <fun>

» Question 5 FEn wutilisant la fonction précédente,
écrivez une fonction multiplication qui calcule le pro-
duit de deuz polynomes.

multiplication : polynome —> polynome —> polynome = <fun>

3 Une méthode moins naive :
I’algorithme de Karatsuba

L’objectif principal est de faire le moins de multipli-
cations possibles, méme si pour cela on doit rajouter
un certain nombre d’additions. Considérons pour l’ins-
tant deux polynémes de degré 1, P(X) = a1 X + ag et
Q(X) =b X + bo.

Leur produit est égal & PQ(X) = a1bi X? + (apby +
a1bp) X +apbp, qui nécessite 4 multiplications (a1by, apbs,
a1 by, aobo)~



Comment réduire ce nombre ?

Karatsuba a remarqué que agb; + a1by pouvait s’écrire
sous la forme ((ag + a1)(b1 + bo) — a1b1 — agby qui ne
nécessite qu’une seule multiplication (car les deux autres
ont déja été calculées).

Nous allons donc découper les deux polynoéme de taille
n = 2P en deux parties de degré n/2 — 1 : P(X) =
p1(X)XP/2 4+ py et Q(X) = q(X)XP/?2 + qo. Evi-
demment, les 3 produits intermédiaires seront faits
récursivement, en les redécoupant en 2.

Cette méthode permet une complexité de l'ordre de
O(n*%%) multiplications pour des polynémes de degré
n, au lieu de O(n?) multiplications pour la méthode
naive (on gagne un facteur 100 pour n = 100000, par
exemple).

» Question 6 Malheureusement, tous les polyndémes

en liberté nont pas un degré de la forme n = 2P — 1
(et donc une taille de la forme 2P ). Pour corriger ce re-
grettable défaut, programmez une fonction qui prend en
argument deuz polynomes et les "aggrandit” pour leur
donner une taille correcte (donc de la forme 2P).

arrondi_polynome : polynome —> polynome —>
polynome * polynome = <fun>

Maintenant, il faut pouvoir faire I’'opération inverse, afin
d’avoir des résultats plus lisibles.
» Question 7 FEcrivez une fonction simplifie_polynome

qui supprime les coefficients nuls en téte d’un polynome.

simplifie_polynome : polynome —> polynome = <fun>

» Question 8 Pour utiliser la méthode de Karatsuba, il
faut pouvoir découper les deux polynomes a multiplier en
2 polynomes de tailles €gales. Ecrivez donc une fonction
decoupe_polynome qui prend en argument 2 polynomes
quelconques, leur donne une taille correcte (de la forme
2P) et les coupe en deux sous-polynémes de méme taille.

decoupe_polynome : polynome —> polynome —>
polynome * polynome * polynome * polynome = <fun>

» Question 9 Ecrivez  une  premiére  version
karatsuba_simple qui découpe les deuxr arguments en
2 polynoémes de méme taille, calcule les produits in-
termédiaires avec la fonction multiplication naive
et reconstruit la réponse avec les fonctions addition,
decale_polynome et soustraction .

karatsuba_simple : polynome —> polynome —> polynome = <fun>

» Question 10  FEcrivez une fonction récursive
karatsuba qui ne plus appel a multiplication pour les
produits intermédiaires (sauf quand les produits & cal-
culer ont un degré inférieur a 1).

karatsuba : polynome —> polynome —> polynome = <fun>

En ”vrai”, les multiplications des petits polynomes de
degré 1 ne sont pas faites avec la méthode naive. La
méthode utilisée consiste & les évaluer en 3 points (par
exemple 0, 1, et 2), calculer les 3 produits P(0)Q(0),
P(1)Q(1) et P(2)Q(2) et interpoler le résultat.

4 Autre méthode : Toom-3

Nous allons étudier un cas particulier (Toom-3) d’une
généralisation de la méthode de Karatsuba (Toom-k).
Au lieu de découper P et @ en 2 sous-polynomes, 1'idée
est de les couper en 3 morceaux de méme taille, toujours
dans ’espoire de réduire le nombre de multiplications.
Supposons que P et @ soient tous les deux de taille
3n (donc de degré 3n — 1). On peut alors écrire
P(X) = p2X*" + pi(X)X" + po(X) et QX) =
X2 +q1(X) X" +qo(X). Le produit PQ(X) vaut ainsi
PQ(X) = paga X ™™ + (p2q1 + p1g2) X*™ + (p2go + pran +
Pog2) X" + (p1go + poq1) X" + pogo-

On écrit alors (p2q1 +p1g2) = (P1+p2)(q2+q1) — P11 —
q2p2, (Poq1 +p190) = (p1+1po)(go + q1) — p1q1 — GoPo, et
(P2g0 + Pog2) = (Po + p2)(g2 + q0) — Pogo — q2p2. Cette
méthode se fait en 6 multiplications (au lieu de 9) mais

une méthode avec 5 multiplications est censée exister.

Cette méthode permet une complexité de 'ordre de
O(n'47) multiplications, on gagne alors un facteur 450
pour n = 100000 par rapport a la multiplication naive.
» Question 11 FEcrivez une fonction arrondi_toom3 qui

prend en argument 2 polynomes et renvoie deur po-
lynomes égaux, mais dont la taille est un multiple de

arrondi_toom3 : polynome —> polynome —> polynome * polynome = <fun>

» Question 12 FEcrivez une fonction decoupe_toom3
qui prend en argument 2 polynomes et qui renvoie 6
sous-polynomes de méme taille n/3.

decoupe_toom3 : polynome —> polynome —>

polynome * polynome * polynome * polynome * polynome * polynome = <fun>

» Question 13  FEcrivez une fonction toom3 qui cal-
cule le produit de 2 polyndomes en utilisant les fonc-
tions précédentes. On pourra wutiliser la fonction
multiplication pour les polynomes de degré inférieur a

toom3 : polynome —> polynome —> polynome = <fun>

La derniére méthode classique de multiplication de po-
lynomes est basée sur la Transformée de Fourier Ra-
pide (FFT), qui a une complexité en O(nlogn) (gain
supérieur a 8000 pour n = 100000 ).
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» Question 1

‘ type polynome = coef of int vect;;

» Question 2

let degre = fun (coef a) —> (vect_length a) — 1;;
let nouveau_polynome = fun n —> (coef (make_vect (n+1) 0));;

let get_coef = fun (coef a) i —>
let n = (vect_length a — 1) in

if (i > n) then 0

else a.(n—i)

let set_coef = fun (coef a) iv —>
let n = (vect_length a — 1) in
if(i <= n) then a.(n—i) <—v

let rand_polynome = fun degre —>

let resultat = nouveau_polynome degre in

for i = 0 to degre do (

set_coef resultat i ((random_.int 1000) — 500 );
)

done;

resultat

let a = rand_polynome 10;;
let b = rand_polynome 15;;

» Question 3

let addition = fun (coef p) (coef q) —>
let n = degre (coef p) and m = degre (coef q) in
let resultat = nouveau_polynome (max n m) in

for i = 0 to (max n m) do

set_coef resultat i ((get-coef (coef p) i) + (get-coef (coef q) i))
done;

resultat

addition a b;;

let soustraction = fun (coef p) (coef q) —>
let n = degre (coef p) and m = degre (coef q) in
let resultat = nouveau_polynome (max n m) in

for i = 0 to (max n m) do
set_coef resultat i ((get-coef (coef p) i) — (get_coef (coef q) i))
done;

resultat

soustraction a b;;

let decale_polynome = fun (coef p) k —>
let n = degre (coef p) in

Un corrigé

let resultat = nouveau_polynome (n + k) in
for i = 0 to n do (set_coef resultat (i+k) (get-coef (coef p) i);) done;
resultat

» Question 4

let mult_coef = fun (coef p) (coef q) i —>

let n = degre (coef p) and m = degre (coef q) and temp = ref 0 in
temp := 0;

for j = (max (i—n) 0) to (min m i) do (

temp := ltemp + (get-coef (coef p) (i—j)) * (get_coef (coef q) j);
)

done;

Itemp

» Question 5

let multiplication = fun (coef p) (coef q) —>

let n = degre (coef p) and m = degre (coef q) in
let resultat = nouveau_polynome (n + m) in
fori=0to (n + m) do (

set_coef resultat i (mult_coef (coef p) (coef q) i);
)

done;

resultat

multiplication a b;;

» Question 6

let arrondi_polynome = fun (coef p) (coef q) —>

let n = degre (coef p) and m = degre (coef q) in

let temp0 = ((max n m) + 1) and templ = ref 0 and temp2 = ref 0. in
templ := tempO;

temp2 := log (float_of_int Itempl);

temp2 := (Itemp2) /. (log 2.);

(* oui, je sais, ce n'est pas joli, mais je prefere bien separer les etapesx)
templ := int_of_float !temp2;

templ := int_of_float (2. xx. (float_of_int !templ));

if ( 'templ <> temp0) then templ := !templ * 2;

(= il n'y a pas de partie entiére supérieure en Caml :( )

templ := (Itempl) — 1;

let p_prime = nouveau_polynome (!templ) in

let q_prime = nouveau_polynome (!templ) in

for i = 0 to n do (set_coef p_prime i (get_coef (coef p) i);) done;

for i = 0 to m do (set_coef q_prime i (get_coef (coef q) i);) done;
(p-prime, q_prime)

arrondi_polynome (rand_polynome 3) (rand_polynome 4);;

» Question 7



let simplifie_polynome = fun (coef p) —>

let n = degre (coef p) in

leti=refnin

while((!i >= 0)&&(get_coef (coef p) li = 0)) do (i:=1!i — 1;) done;
let resultat = nouveau_polynome li in

for j = 0 to (!i) do (set_coef resultat j (get_coef (coef p) j);) done;
resultat

"

» Question 8

let decoupe_polynome = fun (coef p) (coef q) —>

let (p-prime, q_prime) = arrondi_polynome (coef p) (coef q) in
let n = (((degre p-prime) + 1)/2 — 1) in

let p1 = nouveau_polynome n and p0 = nouveau_polynome n in
let g1 = nouveau_polynome n and q0 = nouveau_polynome n in
fori =0 to ndo (

set_coef p0 i (get_coef p_prime i);

set_coef pl i (get_coef p_prime (i+n+1));

set_coef q0 i (get-coef q_prime i);

set_coef ql i (get-coef q_prime (i+n+1));

done;
(PO, p1, 90, q1)

» Question 9

let karatsuba_simple = fun p q —>

let (pO, pl, q0, q1) = decoupe_polynome p q in

(*p = p0 + X"(2n)*pl; g = q0 + X"(2n)*ql *)

let p1ql = multiplication pl q1 and pOq0 = multiplication p0 q0 in
let n = (degre p0) + 1 in

let templ = addition plql p0qO in

let p1_p0 = addition pl p0 in

let q1_q0 = addition q1 qO0 in

let temp2 = multiplication p1_p0 q1_q0 in

let centre0 = soustraction temp2 templ in

let centrel = decale_polynome centre0 (n) in

simplifie_polynome (addition (decale_polynome plql (2#n)) (addition centrel p0q0))

» Question 10

let rec karatsuba = fun pq —>

let (pO, pl, q0, q1) = decoupe_polynome p q in
(+p = p0 + X*(2n)*pl; q = q0 + X"(2n)*ql *)
let n = (degre p0) + 1 in

if n <=1 then (

multiplication p q;

else (

let plql = karatsuba pl q1 and p0q0 = karatsuba p0 qO in
let templ = addition plql p0qO in

let p1_p0 = addition pl p0 in

let q1_q0 = addition q1 qO0 in

let temp2 = multiplication p1_p0 q1-q0 in
let centre0 = soustraction temp2 templ in
let centrel = decale_polynome centre0 (n) in
simplifie_polynome (addition
(decale_polynome plql (2xn))

(addition centrel p0q0));

)

multiplication a b;;
karatsuba_simple a b;;
karatsuba a b;;

» Question 11

let arrondi_toom3 = fun (coef p) (coef q) —>
let n = degre (coef p) and m = degre (coef q) in
let temp0 = ((max n m) + 1) in

let templ = ref (temp0/3) in

if (3 * (!templ) < temp0) then incr templ;
templ := 3x(ltempl) — 1;

let p_prime = nouveau_polynome (!templ) in

let g_prime = nouveau_polynome (!templ) in

for i = 0 to n do (set_coef p_prime i (get_coef (coef p) i);) done;
for i = 0 to m do (set_coef q_prime i (get_coef (coef q) i);) done;
(p-prime, q_prime)

arrondi_toom3 (rand_polynome 3) (rand_polynome 4);;

» Question 12

let decoupe_toom3 = fun (coef p) (coef q) —>

let (p-prime, q_prime) = arrondi_toom3 (coef p) (coef q) in

let n = (((degre p_prime) + 1)/3 — 1) in

let p1 = nouveau_polynome n and p0 = nouveau_polynome n in
let g1 = nouveau_polynome n and q0 = nouveau_polynome n in
let p2 = nouveau_polynome n and 2 = nouveau_polynome n in
fori =0 tondo (

set_coef p0 i (get-coef p_prime i);

set_coef pl i (get-coef p_prime (i+n+1));

set_coef p2 i (get_coef p_prime (i+2x(n+1)));

set_coef q0 i (get-coef q_prime i);

set_coef ql i (get-coef q_prime (i+n+1));

set_coef q2 i (get-coef q_prime (i+2%(n+1)));

done;
(PO, p1, p2, 40, q1, q2)

» Question 13

let toom3_simple = fun p q —>

let (p0, pl, p2, q0, q1, q2) = decoupe_toom3 p q in

(* p*q = wa*x"4n + w3%x"3n + w2xx"2n + wl*x"n + w0 *)

let n = (degre p0) + 1 in

let wO = multiplication p0 q0 in

let plql = multiplication pl ql in

let w4 = multiplication p2 g2 in

let w3 = soustraction (multiplication (addition pl p2) (addition q1 g2))
(addition plql w4) in

let wl = soustraction (multiplication (addition p1 p0) (addition q1 q0))
(addition plql wO0) in

let p2q0p0q2 = soustraction (multiplication (addition p2 p0) (addition g2 q0))
(addition w4 w0) in

let w2 = addition p2q0p0g2 plql in

let wlp = decale_polynome wl n in

let w2p = decale_polynome w2 (2xn) in

let w3p = decale_polynome w3 (3xn) in

let w4p = decale_polynome w4 (4#n) in

simplifie_polynome (addition w4p (addition w3p (addition w2p (addition wlp w0))))

multiplication a b;;
toom3_simple a b;;

let rec toom3 = fun p q —>

let (pO, p1, p2, q0, q1, g2) = decoupe_toom3 p q in

(* pxq = wa%x"4n + w3*x"3n + w2xx"2n + wlsx"n + w0 *)
let n = (degre p0) + 1 in

if( n <= 1) then (

multiplication p q;

)

else (

let wO = toom3 p0 q0 in

let plql = toom3 pl ql in

let w4 = toom3 p2 g2 in

let w3 = soustraction (toom3 (addition pl p2) (addition q1 q2))
(addition p1ql w4) in

let wl = soustraction (toom3 (addition pl p0) (addition q1 q0))
(addition plql wO0) in

let p2q0p0q2 = soustraction (toom3 (addition p2 p0) (addition q2 q0))
(addition w4 wO0) in

let w2 = addition p2q0p0q2 plql in

let wlp = decale_polynome wl n in

let w2p = decale_polynome w2 (2xn) in

let w3p = decale_polynome w3 (3#n) in

let w4p = decale_polynome w4 (4xn) in

simplifie_polynome (addition w4p (addition w3p (addition w2p (addition wlp w0))))

multiplication a b;;
toom3 a b;;




